Chapitre 13 — Fonctions de référence Cours

Chapitre 13

Fonctions de référence

I. Fonction carrée

Définition 1
2

La fonction carrée est la fonction définie sur R par f(x)=x.

Propriété 2

La fonction carrée est une fonction positive sur R .

Démonstration

r 2 . , ..
Pour tout réel x, x>0 . Donc la fonction carrée est positive sur R .

La fonction carrée est strictement décroissante sur l'intervalle |—c0;0] et strictement
croissante sur l'intervalle [0;+oo] .

(exigible)

Soit f la fonction carrée et a et b deux réels tels que a<b .

Ona fla)-f(b)=a’=b*=(a+ b)la—b). On cherche alors le signe de f (a)— f(b).

« Sur l'intervalle |—o0; 0] .

Ona a<b<0. a<b e a—b<0 et a<b<0 < a+b<0.

Les deux réels (a+ b) et (a—b) étant négatifs, on en déduit que 1 (a)—f(b) est positif.
flal=f(b)>0 = fla]> f(b].

Ainsi, sur |—0;0],si a<b ,alors f(al> f(b). Donc la fonction carrée est strictement
décroissante sur |—o0;0] .

* Sur l'intervalle [0;+ oof .

Ona 0<a<b. a<b e a—b<0 et O0<a<b e a+b>0.

Les deux réels (a+ b) et (a—b) étant de signes opposés, on en déduit que f(a)— f () est négatif.
flal=fb)<0 e flal< f(b].

Ainsi, sur [0;+ o[ ,si a<b ,alors f(al< f(b). Donc la fonction carrée est strictement croissante
sur [0;+ oof .

ableau de variations
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Propriété 4
* Deux nombres positifs et leurs carrés sont rangés dans le méme ordre :
si 0<a<b alors 0<a’<bh’
* Deux nombres négatifs et leurs carrés sont rangés dans 1'ordre inverse :
. 2 2
si a<b<0 alors 0<bh <a

xemples

* Soit un nombre réel x tel que x=5.

Cette inéquation revient a écrire x=5=0 .

Comme la fonction carrée est croissante sur [0;+ |, le sens de I'inégalité reste inchangé et on
obtient alors x*>57, c'est-a-dire x°=>25 .

* Soit un nombre réel x tel que 1<x<3.

Comme la fonction carrée est croissante sur [0;+ oo, le sens de l'inégalité reste inchangé et on
obtient alors 1°<x’<3?, c'est-a-dire 1<x’<9.

* Soit un nombre réel x tel que x<—2.

Cette inéquation revient a écrire x<—2<0 .

Comme la fonction carrée est décroissante sur |—oo; 0|, le sens de I'inégalité change et on obtient

2 2 S B 2
alors x’>(—2)", c'est-a-dire x*> 4 .

eprésentation graphique
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Remarques

* La courbe représentative de la fonction carrée est une courbe appelée parabole.
* La courbe représentative de la fonction carrée est symétrique par rapport a I’axe des
ordonnées.
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Propriété 5
Soit @ un nombre réel. On considére 1'équation x’=qa dans IR . Alors :
* Si a< 0, l'¢quation n'admet aucune solution.

*Si a=0, I'équation admet x=0 comme unique solution.
*Si a> 0, I'équation admet deux solutions x=+a et x=—+a .

xemples

« L'équation x°=2 admet deux solutions : x =v2 ou x=—+2.
« L'équation x’+ 1=0 n'admet aucune solution. En effet, cette équation est équivalente a x’=—1 .
Or un carré est toujours positif ou nul.

Propriété 6

. y © 1y 7 : 2
Soit @ un nombre réel. On considere I'inéquation x"<a dans IR . Alors :
* Si a< 0, l'inéquation n'admet aucune solution.

*Si a=0, l'inéquation admet x=0 comme unique solution.
*Si a> 0, I'inéquation admet I'ensemble solutions [ a;V al.

xemples

* L'inéquation x’<—2 n'admet aucune solution. B
« L'inéquation x°<5 admet I'ensemble solution [—V5:5].

I1. Fonction inverse

Définition 7

. . o * 1
La fonction inverse est la fonction définie sur IR par f (x)=—.
X

Remarque

La fonction inverse n'est pas définie en 0 car on ne peut pas diviser par 0. On dit qu’elle admet une
valeur interdite en 0.

Propriété 8

La fonction inverse est une fonction négative sur |—co;0| et positive sur |0;+oo] .

Démonstration

Si x<0, alors —<0 . Ainsi la fonction inverse est négative sur |—oo;0] .
X

Si x>0, alors —>0 . Ainsi la fonction inverse est positive sur ]0;+oo] .
X
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Propriété 9
La fonction inverse est strictement décroissante sur |—oo;0[ et également strictement
décroissante sur |0;+oo] .

Démonstration AT

Soit f la fonction inverse et a et b deux réels tels que a<b .

Ona f(a)—f(b)=i—i=i—i— b=a . On cherche alors le signe de f(a)—f'(b).
a

b ab ab ab
« Sur l'intervalle |—o0;0] .
Ona a<b<0. a<b e b—a>0 et a<b<0 = ab>0.
Les deux réels (a+ b) et (a—b) étant positifs, on en déduit que f(a)—f(b) est positif.
flal=f(b]>0 fla)> f(b).
Ainsi, sur |—o0;0[,si a<b,alors f(a)> f(b). Donc la fonction inverse est strictement
décroissante sur |—oo; 0] .
« Sur l'intervalle |0;+ o] .
Ona 0<a<b. a<b e b—a>0 et 0<a<b < ab>0.
Les deux réels (a+ b) et (a—b) étant positifs, on en déduit que f(a)—f(b) est positif.
flal=f(b)>0 < fla]> f(b].
Ainsi, sur [0;+ o[ ,si a<b,alors f(al> f(b). Donc la fonction inverse est strictement
décroissante sur ]0;+ oo| .

ableau de variations

/
/

Remarque

Les variations d’une fonction ne peuvent s’étudier que sur un intervalle.

On ne peut donc pas évoquer de décroissance sur |—oo0; 0[U]0;+ oo[ qui n’est pas un intervalle mais
conclure de maniére séparée que la fonction inverse est décroissante sur I’intervalle |—o0; 0] et
décroissante sur ’intervalle |0;+ oof .

Bropriété 10)

* Deux nombres positifs et leurs inverses sont rangés dans I'ordre inverse :

si 0<a<b , alors lZL
a

* Deux nombres négatifs et leurs inverses sont rangés dans I'ordre inverse :

si a<b< 0, alors lZL
a
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xemple

Soit un nombre réel x tel que x=>4 . Cette inéquation revient a écrire x=4>0 .
Comme la fonction inverse est décroissante sur |0;+ o[, le sens de I'inégalité change et on obtient

1 1
alors —<—.
X

eprésentation graphique

Remarques
* La courbe représentative de la fonction inverse est une courbe appelée hyperbole.
* La courbe représentative de la fonction inverse est symétrique par rapport au centre du repeére.

I11. Fonction racine carrée

Définition 11

La fonction racine carrée est la fonction définie sur [0 ;+ oo par f (x):\/ x.

La fonction racine carrée est positive sur [0;+oo| .

Propriété 13

La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0;+o] .
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Démonstration

Soit deux réels a et b tels que 0<a< b .On veut comparer f(a)zx/; et f(b)zx/l;
Pour cela, on calcule leur différence f (b)— f la)=Vb—a .
On multiplie ensuite ce nombre par son expression conjuguée. On a :
- Vb+va _Vb2—a*  b—a
b|— a=\/b—\/a><_ == —_— =
1b)-sla=| Jbtva~ Vbria " Vbe ia

Or Vb++a>0 ,donc f(b)]— fa) estdusignede b—a .
Comme b—a> 0, alors f(b)— f(a)>0,donc flal< f(b).
La fonction racine carrée est donc strictement croissante sur |0 ;+ oo| .

ableau de variations

X 0 + 0

Vx /v

eprésentation grs

IV. Fonction cube

Définition 14

La fonction cube est la fonction définie sur R par f(x)=x".

La fonction cube est une fonction négative sur |—oo;0| et positive sur |0;+o .
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Démonstration

Pour tout réel x, f(—x|=(—x=—x’=—f(x].

La fonction cube est strictement croissante sur IR .

ableau de variations

4 .

Représentation graphique

Remarque

La courbe représentative de la fonction inverse est symétrique par rapport au centre du repére.

Soit @ un nombre réel. L'équation x’=a admet une unique solution dans R que I'on appelle
1

3 . 3~ 3
racine cubique de a et que I’on note Jc ou x=a*.
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xemples
1

c X’=8 & x:\3/§© x:8§ = x=2.

1

X’=—125 & x=7=125 & x=(-125)° & x=-5.

V. Fonction valeur absolue

Définition 18

La fonction valeur absolue est la fonction définie sur R par f (x)=]x] .

Le nombre |x| est ¢gal au nombre x si x est positif et au nombre —x si x est négatif.
Autrement dit :

*Si x=0, alors |x|=x.

+Si x<0,alors |x]=—x.

xemples

. |5|=5 e |-3|=3 « B—a|=—(3-n)=n-3

Deux nombres opposés ont la méme valeur absolue : pour tout réel x , |x|=|-x|.

La fonction valeur absolue est positive sur R .

Propriété 20
La fonction racine carrée est strictement décroissante sur |—o0;0] et strictement croissante sur
[05+00] .

Démonstration

Soit deux réels a et b tels que a<b .On veut comparer f(a)=|a| et f(b)=|b]| .
Pour cela, on calcule leur différence f(a)— f(b)=|a|—|b| .

« Sur l'intervalle |—o0;0] .

Ona a<b<0.

Par définition de la valeur absolue sur |—0;0[, fla|— f(b)]=—a—(—b)=—a+b=b—a .
Or a<b ,donc 0<b—a .On en déduit que f(a)—f(b) est positif.

fla)=f(b)>0 & fla)>f(b).Ainsi, sur |—0;0[,si a<b ,alors fla)> f(b].
Donc la fonction valeur absolue est strictement décroissante sur |—o0; 0] .

« Sur l'intervalle [0;+oo] .

Ona 0<a<b.

Par définition de la valeur absolue sur |—o0;0[, f(a)—f(b):a—b .

Or a<b ,donc a—b<0.On en déduit que f(a)—f(b) est négatif.
fla)—f1b)<0 & fla)<f(b). Ainsi, sur [0;+c[,si a<b ,alors flal> f(b].
Donc la fonction valeur absolue est strictement croissante sur [0;+oo] .
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Remarquel

On peut aussi utiliser la définition de la valeur absolue et les variations des fonctions affines.

+ Soit x un réel négatif. Alors |x|=—x . Or la fonction x->—x est une fonction affine de
coefficient directeur négatif et donc strictement décroissante. Ainsi la fonction valeur absolue est
strictement décroissante sur |—o0;0] .

+ Soit x un réel positif. Alors |x|=x . Or la fonction x->x est une fonction affine de coefficient
directeur positif et donc strictement croissante. Ainsi la fonction valeur absolue est strictement
croissante sur [0;+oo] .

ableau de variations

N ~. _—

Représentation graphique

-2

Remarques

* La courbe représentative de la fonction valeur absolue est symétrique par rapport a ’axe des
ordonnées.
* La courbe représentative de la fonction carrée est une fonction affine par morceaux.
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Cours

Pour tout réel x , \/ ?=|x| ;

Exemples
- V36=16=6
- [—4’=4

(hors programme)

x|=0 équivauta x=0.

y |x|=|y| équivauta x=y ou x=—y.
* Pour tous réels x et y,ona:
=[xX] y]

»si y#0, x:||xy||

>

>

x+ y\<|x|+ | y| (inégalité triangulaire)

V1. Positions relatives de courbes de référence

Soit x un nombre réel positif.
. 2

«Si 0<x<1,alors x’<x’<x.
o 2

«Si x=>1,alors x<x’<x’.

Soit f, g et h les fonctions définies
sur [0+ oo par f(x)=x, glx)=x*

et h(x)=x’.On note C,, C, et C,
leurs représentations graphiques
respectives dans un repére (O;1,7).

*Si Osx<I,alors C, est«en dessous»
de C, quiest «endessous»de C, .

*Si x=1,alors C, est« en dessous »

de C, quiest «endessous»de C, .
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(exigible)

« Pour comparer x” et x , on va étudier le signe de leur différence.
Pour tout réel x positif, on a x’—x=x (x— 1) .
On étudie le signe du produit a l'aide d'un tableau de signe.

x 0 1 + 0
X 0 + +
x—1 - 0 +
x(x—1] 0 — 0 +

Si x€|0;1[, x*~x<0 donc x’< x et donc C, estsituée en-dessous de C, .

Si x€]1;+ o[, x*~x>0 donc x*> x etdonc Cg est située au-dessus de Cf.
Si x=0 ou x=1,alors C, et C, se croisent.

A J . . 3 2
* De méme, on étudie le signe de x”—x".

Pour tout réel x positif, x’—x*=x*(x—1].

On ¢étudie le signe du produit a I'aide d'un tableau de signe.

X 0 1 + o0
x2 0 + +
x—1 — 0 +
xz(x—l) 0 — 0 +

Si x€]0;1[, x’—x’<0 donc x’< x* et donc C, estsituée en-dessous de C, .

Si x€]1;+ o[, x’=x*>0 donc x’> x* etdonc C, est située au-dessus de C,.
Si x=0 ou x=1,alors C, et C, se croisent.
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