Chapitre 10 — Calcul intégral Formulaire

Calcul intégral

I. Intégrale d'une fonction continue positive

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] (avec a<b)et C ; sacourbe
représentative dans un repére orthogonal (O;1,J]. On appelle :

* unité d'aire l'aire du rectangle construit a I'aide
des points O, I et J.On lanote u.a. .

* Domaine sous la courbe le domaine délimité
par la courbe C,, I'axe des abscisses et les droites
d'équations x=a et x=>b . Ce domaine est
I'ensemble des points M (x; ) tels que :

a<x<b et 0<y<f|(x|

« Intégrale de f sur [a;b] la mesure de l'aire,
en unité d'aire, du domaine situé sous la courbe.

On la note fl;f(x)dx.

I1. Primitive d'une fonction continue

Théoréme fondamental
Soit f une fonction continue et positive sur un Aire sous
intervalle [a;b].La fonction F définie par la courbe

F(x)ZJ'zf(t)dt est dérivable sur [a;b] eta
pour dérivée f . Ainsi F'=f.

La fonction F est la primitive de f* sur [a;b]
qui s'annule en a .

.

.

I

Soit f* une fonction continue définie sur un intervalle I .
On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur l'intervalle I telle que :
Pour tout réel x€I, F'(x)=f(x]

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I .
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Chapitre 10 — Calcul intégral

Formulaire

I1I. Intégrale d'une fonction continue quelconque

de I.L'intégrale de f entre a et b est déﬁnie par :

[" 7 (x)dx=[F(x|\=F(b)~F(a)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, F une primitive de f et a et b deux réels

Soit f une fonction continue et négative sur un
intervalle 1 et a et b deux réels de I.

On appelle intégrale de f sur [a;b],e
on note f fx)dx , l'opposé de l'aire A ,

en unites d'aire, delimitée par la courbe C,,
l'axe des abscisses et les droites d'équation
x=a et x=b.

Ainsi A=—fl; flx)dx

Soit f et g deux fonctions
continues sur un intervalle [a ;5]
telles que f(x)>g(x).

On appelle A l'aire comprise
entre les deux courbes et les
droites d'équation x=a et x=b.

Ainsi A:fZ(f—g)(x)dx .

IV. Propriétés de I'intégrale

Soit f et g des fonctions continues sur un intervalle I et o et [ des réels.
* Pour tout a€l, faf x|dx=0.

« Pour tout (a;blel’, ff dx——f flx
« Relation de Chasles : Pour tout (a;b;clel’, f flx dx=fb fx)dx+ fc f
« Linéarité : Pour tout (a;b)e1’, Ia(af+ﬁg )dx= aj" flx dx+[5j g(x

Parité
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un réel.

*Si f est paire, alors fo flx dx=_[uf x)dx .
*Si f estimpaire, alors f fx)dx=— f flx
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Chapitre 10 — Calcul intégral Formulaire

Remarques
+ Si une fonction est paire, alors d’apres la relation de Chasles, on a :

[ rixlae=[" flxldes [0 flxide= [ flx)axs [0 flx)ax=2 7 flx

* Si une fonction est impaire, alors d’apres la relation de Chasles, on a :

fiaf(x)dx:f:f (x)dx+ [[ flx)de==[" flx)dx+ [0 flx)dx=

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle 1, a et b desréelsde I tels que a<b.
Positivité
b
*Si f estpositive sur [a;b], alors fa flx)dx=0.
b
*Si f estnégative sur [a;b], alors L flx)dx<0.
Inégalité
. b b
Si pour tout x€[a;b|, f(x|>glx], alors fa f(x)dx?fa glx)dx.

Remarque

Dans le casou f et g sont positives
sur [a;b],si f(x)=glx) alors l'aire
sous la courbe représentative de f est
inférieure ou égale a l'aire sous la courbe
représentative de g .

Valeur moyenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1 et a et b deux réelsde I tels que a<b.
La valeur moyenne de la fonction f sur [a;b] estleréel u défini par :

_ L
u= g faf(x)dx

Interprétation graphique
La valeur moyenne u est telle que :

f flx)dx=ulb—a)
Ainsi, lorsque f est continue et positive
sur un intervalle [a;b], la valeur moyenne
w peut-étre interprété comme la hauteur du
rectangle de base b—a et ayant la méme
aire que le domaine A sous la courbe C, .

Ainsi A=f:f(x)dx=y(b—a) .
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Inégalité de la moyenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de I tels que a<b.
Soit deux réels m et M tels que pour tout x€[a;b], m<f(x)<M . Alors :

m (b—a)<fz flx)dx<M(b—a)

Interprétation graphique

Si la fonction f est bornée sur [a;b]

par deux constances m et M positives,
alors I'inégalité de la moyenne traduit le
fait que l'aire sous la courbe C, sur la;b]
est comprise entre les aires des rectangles
construits sur [a;b] et de hauteurs
respectives m et M .
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