Chapitre 10 — Fonction logarithme népérien Exercices

Fonction logarithme népérien

xercice 1

Résoudre les équations suivantes :

1. 15-7¢*=0 ; 2. 4e"~7=5 ; 3. In(5x)=3 ;

4. 1-21In(x)=0 ; 5. ¢'=5 ; 6. 5—¢""'=8 ;

7. In(1-x)=3 ; 8. In(5+3x)=In(9—x7) ; 9. ¥+ ¢'—6=0 ;
10. 12—4¢"=0 ; 11. ¢°=15=0 ; 12. 2+3¢e'=11 ;
13. [e"=3)(e**=4)=0 ; 14. ( 2_5/=0 ; 15. ¢*(2¢"+ 1)=15 ;
16. In(4—x*)=0 ; 17. e¥—6e"—7=0 ; 18. In(1+x)=3.

xercice 2

Résoudre les inéquations suivantes :

1. ln(5 x)<-2; 2. ln(xz—x 6)<ln(3x 1)
3. In(3x)<1 ; 4. In(4—x)<0 ;
5. 1 (1+x)>1n(3 2x) ; 6. Inx’~1)>In(8 :
1—x
7. In(1+¢")> 0 8. ln(1+x >1n(3) ;
9. 5¢°—8>4—¢" ; 10. ¢ ¥ —2>0 ;
11. ¢ ’<2e" ; 12. 3¢*'-21<0 ;
13. In(49—x%)>1n(24) ; 14. (2e°=8)(7—¢']>0 ;
15. [2—¢*](5—¢*]> 0 ; 16. In(2x+ 1)>In(3—x].

xercice 3

Simplifier les expressions suivantes :

1. eln( 2) eln(7) . 2. 3eln[5)+5€—1n13) :
3. Inle” )Xln( 3 4. ¥4 g3
5. ( ) ~In(3) | 6. ln((3+ \/j )+ 1n((3 Jj)
7. In(2V3)+ 21n( 3) 8. In| 3¢
Ve

9. ln(ez—l)—ln(1+e) ; 10. lﬁl((12255)) ;
11. 3Inle*)+ In(Ve) ; 12. ln(ezx/g)—ln(i) :
13. ln(\/e) : 14. (ln(e3))2.

ln(e4)

xercice 4

Exprimer en fonction de In(2] et In(3) les expressions suivantes :

1. In 2) ; 2. 2In(3v2)-2In(2V3] ;
442\ In(64)  In(49]
3. In 27) ’ s )
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Chapitre 10 — Fonction logarithme népérien Exercices

xercice 5

Vrai ou faux.
1. Pour tout réel x , Inle*)=x : 2. Pour tout réel x, e"¥=x ;
3. Pour tout réel x>0, In(x)>0 ; 4. "W md=3 75

xercice 6

1.On pose a=1In(2) et h=In(3) . Exprimer en fonction de a etde b chacun des nombres
suivants :

2
a. In(6) ; b. In(9) ; c. ln(z) ; d. ln(l) ;e.In(72); f.In 3¢ .
3 12 2

2. Pour tout réel x> 1, on pose A=In(x*—1)—=In((x—1P.
Ecrire A sous la forme d'un logarithme d'un quotient.

xercice 7

Résoudre les équations suivantes :

1. ;ln(x)ZIn(S) ; 2. In(x(x+8))=2In(3) ;

3. [In(x)f+In(x]-6=0 ; 4. In(x)+ In(x+8)=2In(3) ;

5. x—xIn(x)=0 ; 6. 51n(x) xIn(x) ;

7. [In(x)=2In(x)=0 ; 8. In(x)—1=0.

Résoudre les inéquations suivantes :

1. 5-3In(x)>0 ; 2. (In(x])*=5In(x]<0 ;

3. 0,7'<107’ (ou n€EN); 4. In(x—1)+In(x+4|<In(6) ;
5. In(x)+In(3x—1)>In(2] ; 6. In[x*+1)> —ln(;) ;

7. In(5—x)=2In(2)+In(3] ; 8. In(x+2)+In(x—2)>1In(5).

xercice 9

Résoudre les équations et inéquations suivantes, apres avoir déterminer 1’ensemble de définition.
9

1. In x_13 =0 ; 2. In(4x+2)~In(x—1)=In(x] ;
o

3. In(2x—3)+2In(x+ 1)=In(x—3) ; 4. 2(In(x)’~In(x)-3<0 ;

5. ln(5_4x)=1 ; 6. Lln(x+ 3)=1n(x+1) ;
x+3 2

7. (In(x)P=71n(x )+ 12<0 : 8. In(x*—4)<In(2)+ In(x) ;

9. (7x=5)In(x+ 1> 0 ; 10. In(5—x]—In(3)+In(x—1]<0.

xercice 10

Soit les fonctions f, g et & définies sur [0+ oo par :
flx)=x+3+In(x), glx)=x"+2In(x] et h(x)zi—ln(x)
X
Déterminer les limites de ces fonctions en 0 et + oo .
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Chapitre 10 — Fonction logarithme népérien Exercices

xercice 11

Déterminer les limites des fonctions f suivantes aux bornes de I'ensemble de définition :
2In(x 1 In(x)+ 1
tfix=2ml 2. fl=—t 3. flxj= L
X ln(x) X
X e
4. = ; S. = ;
T M=

xercice 12

Déterminer les limites suivantes : B
1. lim(e*+ In(x)) ; 2. lim (Vx+In(x)) ;

x-)O‘ X=>+ o0

3. lim; ; 4. llm ——.
xe l_ln(x) xe’ -2+ ln(x)

x>eé’
xercice 13

Déterminer les limites suivantes :

3
1 lim ¥ Inlx 2. lim (41n(x)-3x*+8) ; 3. tim ((In (x] P+ In[x)=5n(2)) :
so 1+ 41n(x) X+ o0 x50

4. lim ln(3x+5) : 5, lim(xln(x+ 2)) : 6. lim (x+ Inx] )

X>—o© x—1 x20" X

xercice 14

Etudier les limites des fonctions suivantes aux bornes de l'ensemble de définition :

L. f(x]=(ln(x))* sur J0;+ o] ; 2. f(x)=m sur 15+ 0] ;

In(1+3x)

6. f(x]=10-3[In(x]]*.

3. f(x)=In(In(x])) sur |1;+ o[ ; 4. f(x)=

xercice 15

Déterminer les limites des fonctions suivantes aux endroits indiqués.

sur 0;+ oo .

1. f(x)zw en0; 2. f(x]=In(sin(x)]~In(x) en0;
3. f(x)=ln(x2_x3x+ 1 en +oo ; 4. f(x)len(1+i2) en0;
5. flxl=lin[x]]" enOet +o ; 6 (=20 ] oy
7. pla)=tmA g f(x)=%(“)“)
x ’ ) tan (x ’

_LH(X) en +oo | len(x) en +oo
9. flx|= i (x)F ; 10. f(x) /s ;
11. f(x):lnl—:x) en 0 ; 12. f(x)=In(ln(x)) en 1" ;

13. flx)=InB3x*—4x’+2)-n(9x°+ 1) en +o0.14. f(x)=(x—1PIn(x—1) en I.
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xercice 16

Dans chacun des cas, donner 1'ensemble de définition de f , sa dérivée f', I'ensemble de
dérivabilité de [, les limites de f et le tableau de variations de f" .

3 f<x)=1n(x)+§ ; 2 plo="
(x) xln( ) ; 4. _f(x)=—2x3+ 5—ln(x) ;
(X)ZZ In(x ) ) 6. In(x)
2+In(x] ’ 5x
flx]=x=3-2xIn(x) ; 8. f(x)=(In(x)’—61n(x)+In(5) ;
(x):xln( il ; 10. f(x)=xIn(x|+e.

e’

xercice 17

Résoudre les équations suivantes :

1. 1-2In(x+3)=0 ; 2. In(x*+4ex)=2+In(5) ; 3. In[3x—8)=In(3) ;
4. In(3x—8)=0 ; 5. In(3x—8)=5 ; 6. n(3x—8)=-2 ;
7. ln(x2—3x+ 4)23111(2) ; 8. %ln(—x+ 3):1n(x—1) ; 9.1 (x +2x2—1) In(5)

xercice 18

Résoudre les équations suivantes :
1. In(x)+ In(x+ 1)<In(6) ; 2
3. In(7x+ 3)>ln(2 x) ; 4. 1
5. In|( x+1 x—2)) <1n(18) 6. 1
8

((

Déterminer le tableau de variations (limites comprises) de chacune des fonctions suivantes :

1. f(x)=In(ln(x)| ; 2. f(xJZIH(Zii) ;

3. flx]=lx=2)In(x=2) ; 4. f(x|=(n[x)"~In(x] ;

5. f(x]=In 1—3x) ; 6. flx]=(1—-x)In(1—x) ;
X

7. f(x)z 26;:_13 8. f(x):x+ In l—e;) ;

9. f(x]=In| >~} )—x : 10. f(x)=1n(ex_l).
x 2 e+ 1

Etudier le signe des fonctions suivantes :

1. f(x)=3In(x+5]-6 ; 2. glx)=(x—4)In(x—-2] ;

3. h(x)zM ; 4. k()c):ln(ex_2 )

ln(x+l) e —1
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..Etude classique...

Soit f la fonction définie sur R™ par f(x)=xIn(x]—2x+1.

1. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
2. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur I’intervalle R™ .

3. Montrer que l'équation f(x]=0 admet une unique solution @ sur [e;+ oo| .
Donner un encadrement de « a 10 > prés.

...Preuve...

Soi} f la fonction définie sur ]0;+oo| par f(x):\ﬁ—ln(x).
1. Etudier les variations de la fonction f . En déduire que f admet un minimum sur ]0;+oo| .

ln(x)<£.

2. En déduire le signe de f puis montrer que, pour tout réel x>1, 0<———

x x
3. En déduire que lim In{x)

X+ X

...Inéquation logarithmique...

Pour tout réel x , onpose P(x)=2x"+5x+x—2.
1. a. Vérifier que P(—1)=0.
b. En déduire une factorisation de P(x] .
¢. Résoudre alors 1'inéquation P(x)<0 .
2. Utiliser les résultats précédents pour résoudre I'inéquation 2In(x)+In(2x+5)<In(2—x].

=0.

...Etude a l'aide d'une fonction auxiliaire...

In(x)

x+1

Onnote C, la courbe représentative de la fonction f* dans un repere orthonorme du plan.

Soit la fonction f définie sur 1=]0;+ oo par f(x)=

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit la fonction g définie sur I par g(x)=1+ x—x1In(x].

1. Etudier les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de la fonction g et dresser son tableau de variations.

3. Démontrer que I'équation g(x)=0 admet une unique solution sur I notée « .
4. Déterminer un encadrement de « d'amplitude 107°.

5. En déduire le signe de la fonction g sur I.

Partie B : Etude de la fonction f
1. Etudier les limites de f* aux bornes de son ensemble de définition.

glx]

2. Justifier que f est dérivable sur I . Montrer que pour tout x€]0;+ o], f'(x)= e P
x(1+ x

3. En déduire le signe de f' puis dresser le tableau de variations de f* sur I.

1 L .
4. Montrer que f (1= puis déterminer un encadrement de f () .
5. Déterminer I'équation réduite de la tangente T a C, au point d'intersection de C, et de l'axe
des abscisses.
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B ISR ... Des inconnues...

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé dans le plan muni d'un repére orthonormé (O i ,}) la
courbe représentative C, d'une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle |0;+ oof .

C B

On dispose des informations suivantes :
— lespoints A, B et C ont pour coordonnées respectives (1;0), (1;2) et (0;2]
— lacourbe C, passe par le point B et la droite (BC) est tangente & C,en B
)= a+bln(x)
X

— il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout x€]0;+ o[, f(x

1. a. En utilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et f'(1).
(b—a)—bIn(x)
> .

X

b. Vérifier que pour tout x€]0;+ o[, f'(x)=

c. En déduire les réels a et b.

2. a. Justifier que pour tout x€J0;+ o[, f'(x] ale méme signe que —In(x].
b. Déterminer les limitesde f en0et + oo .
c. En déduire le tableau de variations de f .

...Logarithme et suite...

Soit (u,) la suite définie par u,=e’ et pour tout entier naturel 7, u,,, =eu, .
On note (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, =In(u,|—2.

1. Démontrer que (vn) est une suite géométrique. On précisera sa raison et son premier terme.
2. En déduire v, , puis In(u,), en fonction de 7 .

3. Déterminer la limite de (v,). En déduire que la suite (u,) converge vers e”.

Lycée Francois Villon Terminale spécialité 6



Chapitre 10 — Fonction logarithme népérien Exercices

..Etude moins classique...
(x)= (ln(x))z

On considére la fonction f définie sur |0;+ oo par f(x
x

Onnote C, la courbe représentative de f* dans un repére orthonorme.
1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f et interpréter graphiquement le résultat.

In(vx) )2.

Vx
b. En déduire que I’axe des abscisses est une asymptote a C, au voisinage de + o0 .

3.On admet que f est dérivable sur |0;+ o] etonnote /' sa fonction dérivée.
In(x)(2—In(x])

2

2. a. Démontrer que, pour tout x appartenanta |0;+ oo, f (x):4(

a. Démontrer que, pour tout x appartenanta |0;+ o[, f'(x)=
X

b. Etudier le signe de f'(x) selon les valeurs du nombre réel x strictement positif.
c. Calculer f (1) et f (ez) . On obtient alors le tableau de variations ci-dessous.

X 0 1 e’ + 0
4
+ 0 y 2
flx) \ / \
4. Démontrer que ’équation f | x )—1 admet une unique solution & sur |0;+ o[ et donner un

encadrement de « d’amplitude 107

2GR ... Logarithme et récurrence...

Soit f la fonction définie sur |1+ o] par f(x)=—>

ln(x) '
1. Déterminer les limites de f en 1 et + oo . Etudier les variations de f sur ]1;+ oof .
2. Soit ( ) la suite définie par u,=9 et pour tout entier n, u,, = f (un)

a. On a tracé la courbe representative C, de la fonction f ci-dessous.

Y=

1
X

0 1
Placer les termes u,, u, et u, surl'axe des abscisses.
Quelle conjecture peut-on faire sur les variations et le comportement de la suite (un) ?

b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n, u, =e.

c. Calculer la quantité u,, ,—u, puis donner les variations de la suite (un) . En déduire que la
suite (un) converge vers un réel /.
3. La fonction f est continue sur l'intervalle [e;+ oo . Déterminer la limite / .
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...Equation...

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel strictement positif. Le but de I’exercice est

1 . . In{x) 1 . . . "
d’étudier 1’équation (En) : L: — ayant pour inconnue le nombre réel strictement positif x .
X n

Partie A
In(x|
M
On admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle |0;+ oo . On donne ci-dessous la courbe
représentative C, de la fonction f° dans un repére orthogonal.

Soit f la fonction définie sur ’intervalle |0;+ oo| par f(x)=

04

01

o1 Cf

1. Etudier les variations de la fonction f .
2. Déterminer son maximum.

Partie B

, . 1 . . . .
1. Montrer que, pour n>3 , ’équation f(x)=— posséde une unique solution sur [1;e] notée a,.

2. D’apres ce qui précéde, pour tout n=3 , le nombre réel «, est solution de 1’équation (En) .
a. Sur le graphique de la partie A sont tracées les droites D,, D, et D, d’équations respectives
1

1 1 . _ .
y=§ , y:Z et y=§ . Conjecturer le sens de variation de la suite («,,) .

b. Comparer pour tout n=3, f(«, et f(«,,,

c. En déduire que la suite («,) converge. Il n’est pas demandé de calculer sa limite.

3. On admet que, pour tout n=3 , I’équation (En) posséde une autre solution £, telle que :
I<a,<e<p,

| . Déterminer le sens de variation de la suite () .

a. On admet que la suite (f,) est croissante. Etablir que, pour tout n=3, 8, >n 73 .

b. En déduire la limite de la suite (5, .
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