Chapitre 10 — Calcul intégral Exercices

Calcul intégral

xercice 1
Pour chaque fonction f représentée ci-dessous, calculer I’intégrale 1 de f sur son ensemble de
définition.
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xercice 2

Soit la fonction f définie sur IR par f(x)=x—2.Représenter les surfaces dont les aires, en

3 4
unités d'aire, sont égales aux intégrales IZL flx)dx et ] =f3 fx]dx , puis les calculer.

xercice 3

Dans chacun des cas, vérifier que la fonction [ est continue et positive sur l'intervalle donné.
Tracer ensuite sa courbe représentative et déterminer géométriquement 1'aire sous la courbe.
1. f(x)=3x+4 sur [-1;0] ; 2. flx]=2—x sur [0;2].

xercice 4

On considére les fonctions f et g définies par f(x):; x+4 et glx]=1-x.

1. Déterminer l'intervalle sur lequel les fonctions f et g sont continues et positives.
2. Déterminer géométriquement les intégrales suivantes :

a. f:f(x)dx ; b. J';f(x)dx ; c. f:g(x)dx ; d. filg(x)dx.

xercice 5

Dans chacun des cas, [ est représentée par sa courbe C, dont une équation est indiquée.
1. Prouver que C, est un demi-cercle. Préciser son centre et son rayon.

2. Exprimer I’intégrale I de f sur son intervalle de définition puis la calculer. En donner ensuite
une valeur approchée puis vérifier le résultat sur votre calculatrice.
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Chapitre 10 — Calcul intégral Exercices

xercice 6

Soit f la fonction définie sur [—1;1] par f (x)Z\/ 1-x* . Onnote C ; sacourbe représentative.

1. Vérifier que C, est un demi-cercle dont on précisera son centre et son rayon.

2. Calculer l'aire du domaine délimité par la courbe C,, l'axe des abscisses et les droites

d'équations x=—1 et x=1.
1

3. En déduire [ f(x)dx.

xercice 7

Soit f la fonction affine par morceaux
définie sur [—4;4] et représentée ci-contre.

Calculer J‘i S xldx .

xercice 8

Soit f et g les fonctions affines par morceaux définies sur [—1;5] par :

x+3 si —1<x<0 —ix+f si —1<x<1
flx)={—x+3 si 0<x<3 et glx)= :
x—3 si 3<x<5 —Zx+z si 1< x<5

1. Tracer la courbe représentative de la fonction f .

2. Démontrer que la fonction f est continue sur [—1;5] .
3. Calculer l'intégrale I de f sur [—1;5].

4. Faites de méme pour la fonction g .

xercice 9

Soit f la fonction définie sur [—2;4] et
représentée ci-contre.

1. Justifier que ISI; flx)dx<2.

-1
2. Déterminer un encadrement de Lz flx)dx,

[° 7lxlds et [} r(x)ds.

3. En déduire un encadrement de ﬁz flx)dx .

x ]

Soit F la fonction définie par F (x)ZJ'l 7dt )

1. Déterminer la dérivée de la fonction F sur [1;+o] .
2. Etudier le sens de variation de la fonction F sur [1;+o0] .
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Chapitre 10 — Calcul intégral Exercices

xercice 11

Soit F la fonction définie par F(x)= f ; e "dt.

1. Déterminer l'ensemble de définition de la fonction F .
2. Déterminer la dérivée de la fonction F . En déduire le sens de variation de la fonction F .
3. Calculer F(0). En déduire le signe de la fonction F .

xercice 12

Soit F 1la fonction définie par F(x)= ff (In¢fdr .

1. Justifier que la fonction F est dérivable sur [1;+ oo .
2. Déterminer la dérivée de la fonction F sur [1;+ oo
3. Etudier le sens de variation de la fonction F sur [1;+ oo .

xercice 13

Soit G la fonction définie sur IR par G|x)

— J" 2 3t
1. Démontrer que pour tout x€R , G(x)=F(x+ 2] ou F est une fonction définie sur R a
déterminer.

2. Déterminer la dérivée de la fonction G sur R.

3. Etudier le sens de variation de la fonction G sur R .

xercice 14

Soit F la fonction définie sur IR par F(x)zfx (=4

0 41
1. Déterminer la dérivée de la fonction F sur R.
2. Etudier le sens de variation de la fonction F sur R.

xercice 15

Calculer les intégrales suivantes :

dt .

1. fz(x—3)dx ; 2. J'il(xz—4X)dx ; 3. _ﬁ(xz—l)dx ;
x
5 1 1 2 2 In3 ¥
B | P A 1 . e
7. f]_3(x2—4x+ 3)dx ; 8. f% cosxdx ; 9. fo sinxdx ;
6
10. f;(t—%)dt ; 11. fil(x7—3x3+ Zx)dx ; 12. f (_—e)
t

. e _ _Ax+Tx+ 1

Soit f la fonction définie sur |—2;+ oo| par f(x)—f2
x

. . o c
1. Démontrer qu'il existe trois réels a, b et ¢ tels que f(x)=ax+ b+
x+

2. En déduire la valeur de 1= f(z) fx)dx
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Chapitre 10 — Calcul intégral Exercices

xercice 17

Calculer les intégrales suivantes :

9 2 3x 301
1. [, dx 2. fo(x2+1)2dx, 3 f
1oy 2y 3 3x
4. foel dx 5. Lmdx ; 6. 02 . dx ;
7. f(l)cos(x)esmdx ; 8. _[zx(x2+ 2)dx 9. f:; x=3 dx ;
X
0. [ S . [ sevar ; 12. [(redr ;
e
2 1 . 1 2x+1 . -1 xexz
13. [ o 14. fo\/mdx : 15 [ i dx .

xercice 18

Soit f la fonction définie sur R par f (x)zl ! o
+¢c
. 1
Démontrer que, pour tout réel x, f(x)=1— le — . En déduire la valeur de I=f0 flx)dx .
+e
Exercice 19]
Calculer les intégrales suivantes :
2 1 2 2
1. fl xdx 2. f 2x dx ; 3. f xedx
" x°+3 -
Loe” E 21
4. dx ; 5. sin“ xcosxdx ; 6. ——dx ;
fOe’C+3 J; '[0\/3x+1
1 2 1 .
7. f 2x dx ; 8. _[ Le)“abc : 9, f4 SINY iy
0 \/x2+3 - O cosx
s(3 . L34 _ 4 1 1
10. fl(?—l)dt : 1. [ -1l dv ; 12. fl(ﬁ+ 7)aru.

xercice 20

Soit F la fonction définie sur [0;+ o] par F(x)ZIn(x+ Vx+ l) .

) ) ) ) 2 1
Déterminer la dérivée de la fonction F . En déduire le résultat de 1= fl \/—

2
x+1
xercice 21

Soit f la fonction définie sur |1;+ o] par f(x)=

2
X

(x—1F

c

=1 (x_1]

1. Démontrer qu'il existe trois réels a, b et ¢ tels que f (x)=a+ S -

2. En déduire la valeur de I= fz fx)dx .
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Chapitre 10 — Calcul intégral

Exercices

xercice 22

Calculer les intégrales suivantes :

R 2 x
1. foﬁe“ dw ; 2. fo(xigzrdx ;
3 d |
a. [ x+"1 ; 5. J';;lnxdx;
7. f;sin(Zx—% dx ; 8. J'j 5214‘22)6 dx ;

10. f?xlnxdx ; 11. fz2xsinxdx ;

xercice 23

1. Calculer I= f; e*dx et J= f(l] e .
2. En déduire la valeur de K= [ (3¢*~5¢7)dx .

xercice 24

JT
EAN \
9. ffﬂsmxcos xdx ;
2

12. fo\/3—xdx .

Sachant que f(z)f(x)deZ et fzg(x)dx=—3 , calculer IZﬁSf(x)dx , puis JZI(Z)if(x)dx

et enfin K=f§(6f(x)—3g(x))dx .

xercice 25

3 3
Soit f une fonction définie sur IR . On suppose que fl flx)dx=5, fﬁ flx)dx==2 et

f;of(x)dx=7 . Calculer _fiof(x)dx ,

xercice 26

1. Enoncer et démontrer la relation de Chasles pour les intégrales.

2. En utilisant la relation de Chasles, calculer ‘f: |x|dx .

xercice 27
1
0

2x

e 1

1
Soit I= dx et J= dx .
f 1+82x J’IO 1+ er
Calculer I et I+ J. En déduire J .
Soit 1= [ — 90X o J:f% sin(2x)
0 1+ 2sinx O 1+ 2sinx

xercice 29

1. Démontrer que pour tout réel x€[0;1],ona 1<e*<e".

1 2
2. En déduire un encadrement de fo e’ dx .
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Chapitre 10 — Calcul intégral Exercices

xercice 30

1. Démontrer que pour tout réel x€[0;8],ona 1<Vx+ 1<3.

8
2. En déduire un encadrement de 1= fo Vx+ 1dx .

xercice 31

1. Démontrer que pour tout réel x€[0;1],0na e "<e”
2. En déduire un encadrement de xe * sur [0;1].

2
X

1 2
3. Déterminer alors un encadrement de fo e’ dx.

xercice 32

1. Donner un encadrement de la fonction In sur [1;2].

2
2. En déduire un encadrement de fl xlnxdx .

xercice 33

Soit f la fonction définie sur R par f (x)=\/ 1+ cos’x .
Déterminer un encadrement de f (x) puis un encadrement de fo f (x)dx .

xercice 34

1. Démontrer que pour tout réel ¢ supérieur ou égal a 1, on a t<\/ £ 1<tv2.

) , . .. , In2 2x  dt

2. Soit x un réel strictement positif. Démontrer que —_<f <In2.
V2 T e
2 2
Comparer, sans les calculer, les réels I=f1 xe'dx et J= f 1 x e dx .
Démontrer les encadrements suivants :
9 dx 1 1 dx — 2 T3
1. 2< _<4 ; 2.~ < <l ; 3. V2< [+ P ax<3
fl l+\/x 2 f01+x3 JII
2
4. 2e‘4<f0d—ii<2 : 5. 21n3<len(x2—1)dx<2ln3+5.
e

xercice 37

Dans un repere orthonormé, tracer les courbes représentatives des fonctions carrée et racine carrée

! 1 1= o .
sur [0;1]. Sachant que fo x”dx :E , calculer f o Vxdx en utilisant une symétrie axiale.

xercice 38

On donne la valeur moyenne w=2 d'une fonction f sur l'intervalle [1;4]. Calculer ‘r: fx)dx .
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Chapitre 10 — Calcul intégral Exercices

xercice 39

Soir f la fonction définie sur R par f(x)=

0,04
2e "

0,04x '
e +19
1. Déterminer une primitive de f .
2. Calculer la valeur moyenne de f sur I’intervalle [50;100] . En donner une valeur exacte puis

SO -2
une valeur approchée a 10 .

xercice 40

Calculer la valeur moyenne sur I’intervalle [—1;1] de la fonction f définie par f (x)Z\/ 1-x.
(Indication : on pourra penser au cercle de centre O et de rayon 1)

xercice 41

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=xe
1. Démontrer que la fonction F définie sur R par F(x)=(—x—1)e> ™ est une primitive de f .
2. Déterminer la valeur moyenne de f sur [0;4].

xercice 42

1. Déterminer la valeur moyenne sur [1;4] de la fonction f définie sur R par f(x)=e
2. La fonction f précédente modélise I'augmentation d'une population sur trois ans. Déterminer
une valeur approchée de I'augmentation chaque année de cette population.

xercice 43

Un point mobile est étudié sur l'intervalle de temps [0;20] . Le temps est exprimé en seconde. Sa
vitesse en m.s~' est donnée par v(¢)=2¢+3¢.

1. Calculer la distance parcourue par ce mobile sur cet intervalle de temps.

2. Calculer la valeur moyenne de la fonction v sur [0;20].

3. Que représente cette valeur moyenne ?

xercice 44

Une substance médicamenteuse est injectée par voie intraveineuse. Dans les heures qui suivent
l'injection, la substance est éliminée par les reins.

On suppose que la quantité g de substance présente dans le sang, exprimé en milligrammes, a
l'instant ¢, exprimé en heures, est donnée par ¢(7)=10e >'">" pour ¢ variant de 0 a 12 heures.
Calculer, a un dixiéme de milligramme pres, la quantité moyenne de substance médicamenteuse
présente dans le sang chaque heure pendant les dix heures qui suivent l'injection.

Soit f une fonction continue sur [a;b] et telle que pour tout x de [a;b], m<f(x)<M.

1. Démontrer que m<%fb flx]dx<M .
_a a

2—x

3x

2. Déterminer un encadrement sur [0;3] de la valeur moyenne de la fonction f définie sur IR par
1
x)= :
4 1+ x°
3. Déterminer un encadrement sur [0;3] de la valeur moyenne de la fonction f définie sur IR par

f(x)Z\/m.
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Chapitre 10 — Calcul intégral Exercices

xercice 46

Soit f et g les fonctions définies sur [1;2] par f(x)=x et gl(x]=x .On appelle C, et C,
les courbes représentatives de ces deux fonctions dans un repére orthogonal d'unité 3cm en
abscisse et 1c¢m en ordonnée.

1. Construire les courbes représentatives de f et g dans le repére précisé ci-dessus.

2. Calculer l'aire A , en unités d'aire, de la surface délimitée par les courbes C, et C, etles

droites d'équations x=1 et x=2.
3. Donner l'aire de cette surface en cm’ .

xercice 47

Soit f et g les fonctions définies sur |0;+ oo par f(x)=x" et g(x)zi.
X

On appelle C, et C, les courbes représentatives des fonctions f et g .

1
1. Démontrer que, pour tout réel x> 1, x™> — .
X

2. Calculer l'aire, en unités d'aire, de la surface délimitée par les courbes C, et C, et les droites
d'équations x=1 et x=e.

xercice 48

Soit f la fonction définie sur [—2;2] par f(x)=4—x".Soit A, B et C les points de la courbe
représentative C, de [ d'abscisses respectives —2, 2 et 0.

1. Construire la courbe C, et le triangle ABC .

2. Déterminer l'aire A |, en unités d'aire, du triangle ABC .

3. Déterminer l'aire A, , en unités d'aire, de la surface délimitée par la parabole, le segment [AB]
et les droites d'équations x=—2 et x=2.

4. Déterminer le rapport ——

Al

Soit f et g les fonctions définies sur [0;7] par f(x)=sinx et g(x|=sin’x .

1. Etudier le sens de variation de ces deux fonctions sur [0;x].

2. Etudier la position relative de ces deux courbes.

3. Tracer leurs courbes représentatives dans un méme repere d'unité graphique 1cm en abscisse et
2cm en ordonnée.

4. Calculer l'aire, en cm”, de la surface délimité entre ces deux courbes.

xercice 50

Soit / et g les fonctions définies sur [0;1] par f(x)=x" et glx|=vx.

1. Calculer IZI; flx)dx.

2. Vérifier que la fonction F: x= xvx est dérivable sur [0;1], puis calculer sa dérivée.
En déduire le calcul de J :f; glx)dx , puis celui de I+ 7.

3.0nnote C, et C, les courbes représentatives de f* et g . Quel lien géométrique existe-t-il
entre les courbes C, et C, ? Calculer a nouveau la somme I+ J en s'appuyant sur un graphique.
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xercice 51

Soit A, l'aire du domaine délimité par la courbe d'équation y=— la droite d'équation y=0 et
X

les droites d'équations x=1 et x=¢ (avec ¢=1). Déterminer ¢ telle que l'aire A, soit égale a 1.

xercice 52
_Inx

Soit f la fonction définie sur R™" par f(x]=—
X

1. Etudier le sens de variation de la fonction f et construire sa courbe représentative dans un
repeére d'unités 2cm en abscisse et 6¢cm en ordonnée.

, . , . * In x 1 .
2. Démontrer que la fonction F définie sur IR”™ par F|x)=—-—"—— estune primitive de f .
X X
3. Déterminer l'aire, en ¢m”, de la surface comprise entre la courbe C 1> l'axe des abscisses et les

droites d'équations x=1 et x=e .

xercice 53

On considere les fonctions affines f, g et 4 définies sur R par :

flx)=x, g(x)=3—%x et h(x)=%x+%

Soit E, F et G les points d'intersection respectifsde C, et C,, C, et C,, C, et C,.
1. Représenter les courbes C,, C, et C, dans un repere orthonormé.
2. Déterminer algébriquement les coordonnées des points E, F et G . On les placera dans le

graphique précédent ainsi que le point H| 2 ;j

3. Calculer f? flx)dx et J'? h(x)dx , puis en déduire la valeur de l'aire du triangle EGH .

4. Calculer fz glx)dx et fz h(x)dx , puis en déduire la valeur de l'aire du triangle EFH .
5. Calculer l'aire du triangle EFG .
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..Etude classique...

On considére f et g les fonctions définies sur |0;+ oo par f (x)zl— et glx)=
x

2
In“x

X
Onnote C, et C, les courbes respectives des fonctions f et g .

1. Démontrer que les courbes C, et C, admettent deux points communs dont on précisera les
coordonnées.

2. Etudier la position relative des courbes C,etC,.

3. On a trac¢ les courbes C, et C, . Identifier chaque courbe puis déterminer I’aire A en em’ de
la partie du plan délimitée par les courbes C, et C, et par les droites d’équations x=1 et x=e.
L’unité est de 2cm sur ’axe des abscisses et de 4 cm sur 1’axe des ordonnées.

A

0.5

2T ... Encore une étude classique...

Soient f et g les fonctions définies sur IR par f (x)=e* et glx)=2e%—1.
Onnote C, et C, les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repere orthogonal.
x 2
ez—l) .
b. Déterminer la position relative des courbes C, et C,.
2. Calculer, en unité d’aire, I’aire du domaine compris entre les courbes C, et C, etles
droites d’équations respectives x=0 et x=1.

1. a. Pour tout réel x , développer I’expression

2NEOTIR]Y ... Longueur de chaine...

La longueur L d’une chaine, suspendue entre deux points d’accroche de méme hauteur ayant une
I _
tension minimale aux extrémités, est donnée par I’expression L :fo (e“+ e ““dx .

Calculer la longueur d’une chaine ayant une tension minimale aux extrémités, en prenant 1,2
comme valeur approchée du nombre a .
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...Serre de jardin...

Partie A

On considére la fonction f définie sur IR par f (x)zg—%(eu efx).

1. a. Déterminer la limite de la fonction f en +oo .
b. Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur ’intervalle [0;+ oo| .
¢. Montrer que I’équation f(x)=0 admet, sur ’intervalle [0;+ oo| , une unique solution, que
I’on note « .
2. En remarquant que, pour tout réel x, f(—x)= f(x), justifier que 1’équation f(x]=0 admet
exactement deux solutions dans IR et qu’elles sont opposées.

Partie B

Les serres en forme de tunnel sont fréquemment utilisées pour la culture des plantes fragiles ; elles
limitent les effets des intempéries ou des variations de température. Elles sont construites a partir de
plusieurs arceaux métalliques identiques qui sont ancrés au sol et supportent une bache en plastique.
Le plan est rapporté a un repere orthonormé d’unité 1 meétre. La fonction f etle réel o sont
definis dans la partie A. Dans la suite de I’exercice, on modélise un arceau de serre par la courbe

C dela fonction f sur I’intervalle [—o;a].

On a représenté ci-dessous la courbe C sur I’intervalle [—o;a].

hauteur

On admettra que la courbe C admet I’axe des ordonnées pour axe de symétrie.

1. Calculer la hauteur d’un arceau.
2. a. Dans cette question, on se propose de calculer la valeur exacte de la longueur de la courbe C
sur I’intervalle [0;c]. On admet que cette longueur est donnée, en métre, par I’intégrale :

1= [ 1+ s xFax
X 7){2
Montrer que, pour toutréel x,ona: 1+ f’(x)2:(e+4€)

b. En déduire la valeur de I’intégrale I en fonction de o .
Justifier que la longueur d’un arceau, en métre, est égale a e“—e
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Partie C

On souhaite construire une serre de jardin en forme de tunnel.

On fixe au sol quatre arceaux métalliques, dont la forme est celle décrite dans la partie précédente,
espacés de 1,5 métre, comme indiqué sur le schéma ci-dessous.

Sur la fagade sud, on prévoit une ouverture modélisée sur le schéma par le rectangle ABCD de
largeur 1 métre et de longueur 2 metres.

Facade sud

On souhaite connaitre la quantité, exprimée en m” , de bache plastique nécessaire pour réaliser cette
serre.
Cette bache est constituée de trois parties, 1’'une recouvrant la facade nord, 1’autre la fagade sud
(sauf I’ouverture), la troisiéme partie de forme rectangulaire recouvrant le toit de la serre.
1. Montrer que la quantité de bache nécessaire pour recouvrir les fagades sud et nord est donnée,
en m’,par:

A=4[ flx)dx—2

2. On prend 1,92 pour valeur approchée de o . Déterminer, au m’ prés, 1’aire totale de la bache
plastique nécessaire pour réaliser cette serre.

...Egalité d'aires...
On considére la fonction f définie sur I’intervalle [0;+ oo

par f|x)=ke ™ ’ou k estun nombre réel strictement
positif, et on appelle C, sa représentation graphique dans

le repere orthonormé (O;f ,}) . On considere les points A
et B delacourbe C, d’abscisses respectives 0 et 1.

Le point C a pour coordonnées (1;0) .

1. Déterminer une primitive de la fonction f sur [0;+ o]
2. Exprimer, en fonction de % , I’aire du triangle OCB et
celle du domaine D délimité par I’axe des ordonnées, la
courbe C, et le segment [OB].

3. Montrer qu’il existe une unique valeur du réel &
strictement positive telle que 1’aire du domaine D vaut le double de celle du triangle OCB .
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