Chapitre 4 — Dérivation et dérivation Formulaire

Dérivation et convexité

I. Rappels sur la dérivation

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un nombre réel de 1. Soit # un
nombre réel non nul suffisamment petit.

On dit que f est dérivable en a si le taux d'accroissement T(h)= flat hh)_f la] tend vers un
réel quand /4 tend vers 0, qu'on note f'(a) et qu'on appelle nombre dérivé de la fonction f en
a .Onécritalors : f'(a)=1lim (k) , soit f'(a)=lim et hh)—f(a) .

h=>0 h=0

Soit f* une fonction dérivable en a . L'équation réduite de la tangente T ala courbe C, au
point d'abscisse a est: T:y=f"la|(x—a)+ fla).

Soit une fonction f définie sur un intervalle I .
On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x de I.
On appelle fonction dérivée de f etonnote f' la fonction qui a chaque x associe f'(x].

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.

« Pourtoutréel x de I, f'(x)>0 sietseulement f estcroissante sur I .

* Pour toutréel x de I, f'(x)<O0 sietseulementsi f estdécroissante sur I .

* Pour toutréel x de I, f'(x)=0 sietseulement f estconstantesur I.

*Si f' eststrictement positive (respectivement strictement négative) sur I, sauf
éventuellement pour un nombre fini de valeurs de x ou f' s'annule, alors f est strictement
croissante (respectivement strictement décroissante) sur I .

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et @ unréelde I.

*Si f admet un extremum local en a, alors f'(a)=0.

*Si f'(a)=0 etsi f' change de signe en a , alors la fonction f admet un extremum local en
a.

I1. Compléments sur la dérivation

I1.1 Fonction composée

Soit u une fonction définie sur un intervalle 1 a valeur dans un intervalle J et v une fonction
définie sur un intervalle J .
La composée de u par v, notée vou , est la fonction définie sur I par (vou|(x)=v(u(x|).
On a le schéma suivant :

vou: I >
X -u) u(x) -V) v(u(x))
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Soit f une fonction définie sur un intervalle J et g une fonction définie sur un intervalle I par
glx)=ax+b,ou a et b sontdes réels tels que g(x|EJ pour tout x€I .
Alors la fonction fog est dérivable sur 1, et on a pour tout réel x€I, (fog)(x]=a f'lax+ b).

11.2 Dérivée seconde

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. On note f' sa fonction dérivée.
La fonction f est deux fois dérivable sur I si /' est elle-méme dérivable sur I .
Onnote f'' ladérivéede f'. Elle est appelée dérivée seconde de f .

II1. Tableaux des dérivées

DERIVEES DES FONCTIONS USUELLES

Fonction D, Fonction dérivée D,
flx)=k, k€eR R f'x]=0 R
flx)=mx+ p R f'x)=m R
flx)=— R filx)=—L R
X X
_ S o
flx)=x 05+ o] Sll= = 105+ o]
flx)=x", n>1 R 7 x)=nx"" R
flxl=", nz1 R’ Slx)=—— R
X X
flx)=e" R f'lx]=e" R
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OPERATIONS SUR LES DERIVEES

Fonction Fonction dérivée
u+v u'+v'
Au, NeR Au'
uv u'v+uy'
1 v
s v(x)#O -
v 1%
u'v—uy'
1, v(x)#0 5
\% v
J— u’
\/u, ulx|=0 —
( ) 2Vu
u", n=1 nu'u"!
’
—, n=1 et u(x)#0 -
n+ 1
u
e’ u'e"
f(ax+b), ax+be€] pour tout x€l af’(ax+b)

IV. Convexité

IV.1 Fonctions convexes et concaves

Soit f* une fonction, C, sa courbe représentative dans un repere et A et B deux pointde C, .
Alors la droite (AB) est appelée sécante de C I

Soit f* une fonction définie sur un intervalle I et C, sa courbe représentative dans un repere.
* f estconvexe sur [ si, pourtout x€l, C , esten dessous de ses sécantes.
* f estconcave sur I si, pour tout xe€l, C ; est au-dessus de ses sécantes.
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* Les fonctions carrée et exponentielle sont convexes sur R .

» La fonction racine carrée est concave sur |0;+ oo .

« La fonction inverse est concave sur |—o0; 0| et convexe sur |0;+ oo .
« La fonction cube est concave sur |—o0; 0] et convexe sur [0;+ o] .

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.
*Si f estune fonction convexe sur I, alors — f est concave sur 1.
*Si f estune fonction concave sur I, alors — f est convexe sur I .

IV.2 Convexité des fonctions dérivables

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.
 La fonction f est convexe sur | sietseulementsi /' estcroissante sur I .

 La fonction f est concave sur I sietseulementsi f' est décroissante sur I .

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I .
* La fonction f est convexe sur I sietseulementsi f'' est positive sur 1.
* La fonction f* est concave sur | sietseulementsi f'' est négative sur I .

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur I .

tangentes.

Si f'' estpositive sur 1, alors la courbe représentative de f est au-dessus de chacune de ses

IV.3 Point d'inflexion

Soit f une fonction définie sur un intervalle I .
Un point d'inflexion est un point ou la
représentation graphique de f traverse sa tangente.
Lorsque la courbe représentative d'une fonction
admet un point d'inflexion, alors la fonction change
de convexité.

Soit f* une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et a unréelde I.

d'inflexion au point d'abscisse a . Ce point a pour coordonnées (a; fla)) .

S' change de sens de variations sur 1 en a si et seulement si sa courbe C, admet un point

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I et a unréelde I.
La courbe représentative de f admet un point d'inflexion au point d'abscisse a si et seulement si
" s'annule en changeant de signe en a . Ce point a pour coordonnées (a; f(a)) .
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