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Chapitre 4

Dérivation et convexitéDérivation et convexité

I. Rappels sur la dérivation

Définition 1Définition 1

Soit f  une fonction définie sur un intervalle I  de ℝ  et a  un nombre réel de I . Soit h  un 
nombre réel non nul suffisamment petit.

On dit que f  est dérivable en a  si le taux d'accroissement τ (h)=
f (a+ h)− f (a )

h
 tend vers un 

réel quand h  tend vers 0, qu'on note f ' (a )  et qu'on appelle nombre dérivé de la fonction f  en 

a . On écrit alors : f ' (a )=lim
h→0

τ (h) , soit f ' (a)=lim
h→0

f (a+ h)− f (a )
h

.

Propriété 2Propriété 2

Soit f  une fonction dérivable en a . L'équation réduite de la tangente T  à la courbe C f  au 
point d'abscisse a  est : T : y= f ' (a )( x−a )+ f (a) .

Interprétation graphiqueInterprétation graphique
Si f  est dérivable en a  et de nombre dérivé f ' (a )  en a , alors la tangente à C f  au point 
d'abscisse a  existe et son coefficient directeur est f ' (a ) .

Définition 3Définition 3

Soit une fonction f  définie sur un intervalle I . 
On dit que f  est dérivable sur I  si elle est dérivable en tout point x  de I .
On appelle fonction dérivée de f  et on note f '  la fonction qui à chaque x  associe f ' ( x ) .
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RemarquesRemarques
Toutes les fonctions usuelles vues en première et en terminale sont dérivables sur leur domaine de 
définition, à l’exception des fonctions racine carrée et valeur absolue en 0.

Formules de dérivation des fonctions usuelles

Fonction D f Fonction dérivée D f '

f ( x )=k , k ∈ℝ ℝ f ' ( x )=0 ℝ

f ( x )=mx+ p ℝ f ' ( x )=m ℝ

f ( x )=x2 ℝ f ' ( x )=2 x ℝ

f ( x )=
1
x

ℝ* f ' ( x )=−
1

x2 ℝ*

f ( x )=√ x [0 ;+ ∞ [ f ' ( x )=
1

2√ x
]0 ;+ ∞ [

f ( x )=xn , n⩾1 ℝ f ' ( x )=nxn−1 ℝ

f ( x )=
1

xn
, n⩾1 ℝ* f ' ( x )=−

n

xn+ 1 ℝ*

f ( x )=ex ℝ f ' ( x )=ex ℝ

Formules de dérivation sur les opérations de fonction

Soit u  et v  deux fonctions dérivables sur un intervalle I .

Fonction Fonction dérivée 

u+ v u'+ v'

u−v u'−v'

λ u , λ∈ℝ λ u '

uv u' v+ uv'  

u2 2uu'

1
v

, v (x )≠0  pour tout x∈I −
v'

v2

u
v

, v (x )≠0  pour tout x∈I
u' v−uv'

v 2

un , n⩾1 nu' un−1
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Théorème 4Théorème 4

Soit f  une fonction définie et dérivable sur un intervalle I .
• Si pour tout réel x  de I , f ' ( x )⩾0 , alors la fonction f  est croissante sur I .
• Si pour tout réel x  de I , f ' ( x )⩽0 , alors la fonction f  est décroissante sur I .
• Si pour tout réel x  de I , f ' ( x )=0 , alors la fonction f  est constante sur I .
• Si f '  est strictement positive (respectivement strictement négative) sur I , sauf 
éventuellement pour un nombre fini de valeurs de x  où f '  s'annule, alors f  est strictement 
croissante (respectivement strictement décroissante) sur I .

Propriété 5Propriété 5

Soit f  une fonction dérivable sur un intervalle I  et a  un réel de I .
• Si f  admet un extremum local en a , alors f ' (a )=0 .
• Si f ' (a )=0  et si f '  change de signe en a , alors la fonction f  admet un extremum local 
en a .

II. Compléments sur la dérivation

II.1 Fonction composée

Définition 6Définition 6

Soit u  une fonction définie sur un intervalle I  à valeur dans un intervalle J  et v  une fonction 
définie sur un intervalle J .
La composée de u  par v , notée v ∘u , est la fonction définie sur I  par (v ∘u ) ( x )=v (u ( x )) .

RemarquesRemarques
• v∘u  se lit «  v  rond u  ».
• L'expression «  u  est définie sur un intervalle I  à valeurs dans J  » signifie que u ( x )∈J  pour 
tout x∈I .
• On a le schéma suivant :

v∘u : I → J → ℝ
        x →

u
u ( x) →

v
v (u ( x ))

Attention!Attention!
En général, v∘u≠u∘ v .

ExempleExemple

Soit la fonction v  définie sur J= [0 ;+ ∞ [  par u ( x )=√ x  et u  la fonction définie sur I=[ 5
2

;+ ∞[  

par u ( x )=2 x−5 . Alors la fonction v∘u  est définie sur I  car :

x∈I ⇔ x⩾ 5
2

⇔ 2 x⩾5 ⇔ 2 x−5⩾0 ⇔ u ( x )∈J .

On a, pour tout x∈I , (v∘u ) ( x)=v (u ( x) )=v (2 x−5)=√2 x−5 .
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Propriété 7Propriété 7

Soit f  une fonction définie sur un intervalle J  et g  une fonction définie sur un intervalle I  par 
g (x )=ax+ b , où a  et b  sont des réels tels que g (x )∈J  pour tout x∈I .

Alors la fonction f ∘g  est dérivable sur I , et on a pour tout réel x∈I , ( f ∘g )' ( x)=a f ' (ax+ b) .

DémonstrationDémonstration
Cette démonstration est admise car elle est hors programme.

ExempleExemple

Soit la fonction h  définie sur [ 5
2

;+ ∞[  par h ( x )=√2 x−5 .

La fonction f : x→√ x  est la fonction racine carrée dérivable sur ]0 ;+ ∞ [ .

Pour tout réel x  de [ 5
2

;+ ∞[ , on a 2 x−5> 0 , c'est-à-dire g (x )> 0  et donc g (x )∈]0 ;+ ∞ [ .

Ainsi, la fonction h  composée de f  et g  est dérivable sur ] 5
2

;+ ∞[ .

Pour tout x∈] 5
2

;+ ∞[ , h' ( x )=( f ∘g )' ( x )=af ' (ax+ b )=2 f ' (2 x−5)=2×
1

2√2 x−5
=

1

√2 x−5
.

RemarqueRemarque
La composée de u  par v , notée v∘u , est dérivable de forme (v∘u )' =u' (v' ∘u ) .

II.2 Cas particuliers

Propriété 8Propriété 8

Soit u  une fonction définie et dérivable sur un intervalle I  et n  un entier naturel non nul.

• Si u  est strictement positive sur I , la fonction √u  est dérivable sur I  et on a (√u)'
=

u'

2√u
.

•La fonction un  est dérivable sur I  et on a (un )'=nu' un−1 .

• La fonction 
1

un
 est dérivable sur I  si u  ne s'annule pas sur I  et on a ( 1

un )
'

=−n
u'

un+ 1
.

• La fonction eu  est dérivable sur I  et on a (eu )'=u' eu .

DémonstrationDémonstration
Les résultats découlent directement de la dérivée d'une composée.

ExemplesExemples
• Soit la fonction f  définie par f ( x )=√2 x−5 .
La fonction f  est de la forme √u  avec u ( x )=2 x−5 . Elle est définie et dérivable si ce qui est 

sous la racine est strictement positif, c'est-à-dire si u ( x )> 0 . Or 2 x−5> 0 ⇔ 2 x> 5 ⇔ x>
2
5

.

Ainsi, la fonction f  est dérivable sur ] 2
5

;+ ∞[  et on a f ' ( x )=
u' ( x )

2√' u ( x )
=

2

2√2 x−5
=

1

√2 x−5
.
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• Soit la fonction g  définie sur ℝ  par g (x )=(x2−3)5 . La fonction g  est de la forme un  avec 
u ( x )=x2−3  et n=5 . La fonction u  est dérivable sur ℝ  avec u' ( x )=2 x .

Ainsi, la fonction g  est dérivable sur ℝ  et on a g' (x )=5×2 x ( x2−3)5−1
=10 x ( x2−3)4 .

• Soit la fonction h  définie sur ℝ  par h ( x )= 1

( x2+ 1)3
. La fonction h  est de la forme 

1

un
 avec 

u ( x )=x2+ 1 , n=3  et pour tout réel x , u ( x )> 0 .
La fonction u  est dérivable sur ℝ  avec u' ( x )=2 x .

Ainsi, la fonction h  est dérivable sur ℝ  et on a h' ( x )=−3
2 x

( x2+ 1)3+ 1
=−

6 x

( x2+ 1)4
.

• Soit la fonction i  définie sur ℝ  par i (x )=ex2

. La fonction i  est de la forme eu  avec u ( x )=x2  
et u' ( x )=2 x . La fonction u  est dérivable sur ℝ  avec u' ( x )=2 x .
Ainsi, la fonction i  est dérivable sur ℝ  et on a i' ( x )=2 x ex2

.

II.3 Dérivée seconde

Définition 9Définition 9

Soit f  une fonction dérivable sur un intervalle I . On note f '  sa fonction dérivée.
La fonction f  est deux fois dérivable sur I  si f '  est elle-même dérivable sur I .
On note f ' '  la dérivée de f ' . Elle est appelée dérivée seconde de f .

ExempleExemple
Soit f  la fonction définie sur ℝ  par f ( x )=x3+ 5 x+ e x .
f  est dérivable sur ℝ  en tant que somme de telles fonctions et on a f ' ( x )=3 x2+ 5+ ex .
f '  est dérivable sur ℝ  en tant que somme de telles fonctions et on a ( f ' )' ( x )=6 x+ ex .
f  est donc deux fois dérivable sur ℝ  et sa dérivée seconde est définie par f ' ' ( x )=6 x+ ex .

III. Convexité

III.1 Fonctions convexes et concaves

Définition 10Définition 10

Soit f  une fonction, C f  sa courbe représentative dans un repère et A  et B  deux point de C f .
Alors la droite (AB)  est appelée sécante de C f .

Définition 11Définition 11

Soit f  une fonction définie sur un intervalle I  et C f  sa courbe représentative dans un repère.
• f  est convexe sur I  si, pour tout x∈I , C f  est en dessous de ses sécantes.
• f  est concave sur I  si, pour tout x∈I , C f  est au-dessus de ses sécantes.
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ExemplesExemples
La fonction ci-dessous est convexe La fonction ci-dessous est concave

RemarquesRemarques
• Une fonction est convexe si sa courbe représentative est au-dessus de chacune de ses tangentes.
• Une fonction est concave si sa courbe représentative est en dessous de chacune de ses tangentes.
• Étudier la convexité d'une fonction revient à déterminer sur quel(s) intervalle(s) elle est convexe 
ou concave.

Propriété 12Propriété 12

• Les fonctions carrée et exponentielle sont convexes sur ℝ .
• La fonction racine carrée est concave sur [0 ;+ ∞ [ .
• La fonction inverse est concave sur ]−∞; 0 [  et convexe sur ]0 ;+ ∞ [ .
• La fonction cube est concave sur ]−∞; 0 ]  et convexe sur [0 ;+ ∞ [ .

DémonstrationDémonstration
Les résultats se retrouvent graphiquement.

Propriété 13Propriété 13

Soit f  une fonction définie et dérivable sur un intervalle I .
• Si f  est une fonction convexe sur I , alors − f  est concave sur I .
• Si f  est une fonction concave sur I , alors − f  est convexe sur I .

DémonstrationDémonstration
Les résultats découlent directement de la symétrie axiale d'axe les abscisses entre f  et − f .

ExempleExemple
La fonction x → x2  est convexe sur ℝ  donc la fonction x →−x2 est concave sur ℝ .
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III.2 Convexité des fonctions dérivables

Théorème 14Théorème 14

Soit f  une fonction définie et dérivable sur un intervalle I . 
• La fonction f  est convexe sur I  si et seulement si f '  est croissante sur I .
• La fonction f  est concave sur I  si et seulement si f '  est décroissante sur I .

DémonstrationDémonstration
Cette démonstration est admise car elle est hors programme.

ExempleExemple
Soit la fonction f  définie sur ℝ  par f ( x )=x2+ 5 x−3 . f  est dérivable sur ℝ  et 
f ' ( x )=2 x+ 5 . La fonction f '  étant une fonction affine de coefficient directeur positif, elle est 

croissante sur ℝ . On en déduit donc que la fonction f  est convexe sur ℝ . 

Théorème 15Théorème 15

Soit f  une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I . 
• La fonction f  est convexe sur I  si et seulement si f ' '  est positive sur I .
• La fonction f  est concave sur I  si et seulement si f ' '  est négative sur I .

DémonstrationDémonstration
• f  est convexe si et seulement si f '  est croissante si et seulement si f ' '  est positive.
• f  est concave si et seulement si f '  est décroissante si et seulement si f ' '  est négative.

ExempleExemple
Soit f  une fonction définie et deux fois dérivable sur ℝ  par f ( x )=x3−3 x2 .
On a successivement f ' ( x )=3 x2−6 x  puis f ' ' ( x )=6 x−6=6 (x−1) .
Or f ' ' ( x )⩾0 ⇔ 6 ( x−1)⩾0 ⇔ x−1⩾0 ⇔ x⩾1 .
La dérivée seconde est donc négative sur ]−∞;1 ]  et positive sur [1 ;+ ∞ [ .
Ainsi la fonction f  est concave sur ]−∞;1 ]  et convexe sur [1 ;+ ∞ [ .

Propriété 16Propriété 16

Soit f  une fonction définie et deux fois dérivable sur I .
Si f ' '  est positive sur I , alors la courbe représentative de f  est au-dessus de chacune de ses 
tangentes.

DémonstrationDémonstration
Soit ϕ  la fonction définie sur I  par la différence la fonction et sa tangente.
∀x∈I , ϕ (x )= f ( x )−( f ' ( x0)(x−x0)+ f (x0 ))= f ( x )− f ' ( x0) x− f ' ( x0) x0− f ( x0 ) .
ϕ  est dérivable sur I  en tant que somme de telles fonctions et on a :
∀x∈I ,ϕ' ( x )= f ' ( x )− f ' ( x0 )+ 0+ 0= f ' ( x )− f ' ( x0 ) .
Or f ' '  est positive, donc f '  est croissante. D'où :
Si x⩾x0 , alors f ' ( x )⩾ f ' (x0 )  et donc ϕ' ( x )⩾0 .
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Si x⩽x0 , alors f ' ( x )⩽ f ' (x0 )  et donc ϕ' ( x )⩽0 .
De plus, ϕ ( x0 )= f ( x0 )− f ' (x0 ) x0+ f ' ( x0) x0− f ( x0)=0 .
On obtient le tableau suivant :

x −∞ x0 + ∞
signe de f ' − +

f ( x )
0

Pour tout réel x  de I , ϕ ( x )⩾0  et donc f ( x )⩾ f ' ( x0 )(x−x0 )+ f (x0 ) .
Autrement dit, la courbe représentative de la fonction f  est au-dessus de chacune de ses tangentes.

RemarqueRemarque
Si f ' '  est négative sur I , alors la courbe représentative de f  est en dessous de chacune de ses 
tangentes.

Attention!Attention!
La réciproque est fausse car une fonction convexe n'est pas nécessairement deux fois dérivable.

III.3 Point d'inflexion

Définition 17Définition 17

Soit f  une fonction définie sur un intervalle I .
Un point d'inflexion est un point où la représentation graphique de f  traverse sa tangente.
Lorsque la courbe représentative d'une fonction admet un point d'inflexion, alors la fonction 
change de convexité.

Représentation graphiqueReprésentation graphique
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Attention!Attention!
Dans les deux cas suivants, le point A  n'est pas un point d'inflexion :

ExempleExemple
La représentation graphique de la fonction x → x3

admet comme point d'inflexion le point O (0 ;0) ,
origine du repère. 
En effet, f ' ( x )=3 x2  donc f ' (0)=0 .
La tangente à la courbe au point O  est l'axe des
abscisses. La courbe traverse la tangente en O
donc O  est un point d'inflexion.

Propriété 18Propriété 18

Soit f  une fonction définie et dérivable sur un intervalle I  et a  un réel de I .
f '  change de sens de variations sur I  en a  si et seulement si sa courbe C f  admet un point 

d'inflexion au point d'abscisse a . Ce point a pour coordonnées (a ; f (a )) .

DémonstrationDémonstration
f '  change de variation en a  si et seulement si la fonction f  change de convexité en a .

Ainsi la courbe représentative de f  admet un point d'inflexion.
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ExempleExemple

Soit la fonction f  définie sur ℝ  par f ( x )= x3

3
. La fonction f  est dérivable sur ℝ  et on a 

f ' ( x )=x2 . On en déduit le tableau suivant :
x −∞ 0 + ∞
f '

0

f       concave convexe

Comme f '  change de variations en x=0 , alors la courbe représentative de f  admet un point 
d'inflexion en x=0 .

Propriété 19Propriété 19

Soit f  une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I  et a  un réel de I .
La courbe représentative de f  admet un point d'inflexion au point d'abscisse a  si et seulement si 
f ' '  s'annule en changeant de signe en a . Ce point a pour coordonnées (a ; f (a )) .

DémonstrationDémonstration
f ' '  s'annule en changeant de signe en a  si et seulement si f '  change de sens de variations en a .

Ceci implique que f  change de convexité en a  et que sa courbe représentative admet un point 
d'inflexion en a .

Attention!Attention!
La condition f ' ' (c )=0  n'implique pas en général que le point d'abscisse c  est un point 
d'inflexion. C'est vrai si en plus f ' '  change de signe.

ExemplesExemples
• Soit la fonction f  définie sur ℝ  par f ( x )=x3 . La fonction f  est deux fois dérivable sur ℝ  et 
on a f ' ( x )=3 x2  et f ' ' ( x )=6 x . On en déduit le tableau suivant :

x −∞ 0 + ∞
signe de f ' ' −     +

f ' ( x )
0

f       concave convexe

Donc f ' ' (0)=0  et change de signe. Donc C f  admet un point d'inflexion en x=0 .

• Soit la fonction f  définie sur ℝ  par f ( x )=x4 . La fonction f  est deux fois dérivable sur ℝ  et 
on a f ' ( x )=4 x3  et f ' ' ( x )=12 x2 .
On a f ' ' (0)=12×02=0  mais f ' ' ( x )⩾0 . Comme f ' '  ne change pas de signe en x=0 , alors le 
point de coordonnées (0 ; 0)  n'est pas un point d'inflexion.
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