Chapitre 3 — Limites de fonctions Formulaire

Limites de fonctions

I. Limites en l'infini

I.1 Limite infinie

* Une fonction f admet une limite infinie égale
a +oo sitout intervalle ouvert de la forme

|A;+ oo| contient toutes les valeurs f(x) pour
x assez grand.

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un réel
m tel quesi x>m ,alors f(x)>A .

Onnote lim f(x)=+ .

x>+ o

* Une fonction f admet une limite infinie égale
a —oo si tout intervalle ouvert de la forme
|—oo; A| contient toutes les valeurs f(x) pour
x assez grand.

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un réel
m tel quesi x>m,alors f[x)<A .

Onnote lim f(x|=—o0.

x>+ ©

On a pour tout entier naturel # non nul :

e lim Vx=+o * lim x"=+ o0 * lim e'=+
x>+ X+ 0 x>+ 0

e lim x"=+o0 si n estpair e lim x"=—o0 si n estimpair
X>—w X>—w

I.2 Limite finie

Soit f une fonction définie sur un
intervalle I et / un réel.

La fonction f admet une limite finie
¢gale a [ si tout intervalle ouvert
contenant / contient toutes les valeurs
f(x) pour x assez grand.

Autrement dit, pour tout intervalle J
contenant / , il existe un réel m tel que
si x>m,alors f(x)€J.

Onnote lim f(x)=1.

x>+ o

Si lim f(x)=/ ou lim f(x)=/, alors la droite d'équation y=/ est une asymptote horizontale

X+ 0 X>—

a la courbe représentative de f en +o ou —o .
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On a pour tout réel & et tout entier naturel » non nul :

e lim k=1lim k=k e lim L_ZO e lim e¢"=0
X+ © X>—0o0 X+ o \/x xX=>—©
. 1 . 1

* lim —=0 e lim —=0
x>+ X xX=2>—0w X

I1. Limite en un point

II.1 Limite infinie

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1 et a

un réel étant une borne de I .

* La fonction f admet une limite infinie égale a + oo

en a sitout intervalle ouvert de la forme |A;+ o]
contient toutes les valeurs f(x] pour x suffisamment
proche de a .

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un intervalle
ouvert J contenant a tel quesi x€JNI,alors f(x)>A .
On note lim f(x)=+o0 .

x=a

* La fonction f admet une limite infinie égale a8 —oo

en a sitout intervalle ouvert de la forme |—oo; A
contient toutes les valeurs £ (x) pour x suffisamment
proche de a .

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un intervalle
ouvert J contenant a tel quesi x€JNI, alors f(x)<A .
On note lim f (x)=—o0.

x=>a

Si lim f(x]=+ o ou lim f(x|=—o0, alors la droite d'équation x=a est une asymptote

x=>a x>a

verticale a la courbe représentative de f en a .

I1.2 Limite a gauche, limite a droite

* On dit que f admet une limite a droite en a lorsque f admet une limite quand x tend vers
a avec x> a .On note cette limite lim f (x| ou lim f(x).

x=>a xa
xX>a

* On dit que f admet une limite & gauche en a lorsque f admet une limite quand x tend vers
a avec x< a .On note cette limite lim f(x) ou lim f(x).

x=>a x>a
x<a

* Soit @ unréelet f une fonction définie sur R\|a/ .
La fonction f aune limite infinieen a si f posséde une limite a gauche en a , une limite a
droite en a (infinies) et que ces limites sont égales. On a alors lim f(x)=lim f(x]=lim f(x].

x>a x=a x=a
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Formulaire

I1.3 Limite finie

x=>a

Une fonction f admet une limite finie / en a lorsque f(x) estaussi proche de / que voulu
pour x suffisamment proche de @ . On note lim f(x)=f(a).

ITI. Opérations sur les limites

II1.1 Limites d'une somme de fonctions

li_r)n flx)= / / / + 00 —o0 + 00
li_r)n glx)= ' + o0 —00 + 0 —00 —0o0
li_r)n(f(x)+ g(x))z I+’ + 0 —0 + o0 —o0 FI
I11.2 Limites d'un produit de fonctions
lim £'{x)= I | 150 | 150 | 1<0 | 1<0 | +w | —0 | 40 | 0
‘ + 00
11£n glx)= I + 00 —00 + 00 —o0 + 00 —00 —o0 ou
xX=2a —©
li_r)n(f(x)Xg(x))z 1’ + 0 —o0 —0 +00 + 00 + 0 —00 FI
I11.3 Limites d'un quotient de fonctions
. _ [>0 <0 [>0 <0 + 00
lxl-g: f(x)— / | |+ | +0 | —0 | —© ou ou ou ou 0| ou
+ 00 —00 + 00 —00 —®©
. |+ 0 0 0 0 + o0
lim gx)= | o | oy |10 1'<0 1>0{ 1'<0] et et et et |0/ ou
1'#0| —% glx)>0[ glx>0| glx]<0| glx]<0] | ~®
lim f(x): L 0 | +0 | —0 | —0 | +00 + 0 —00 —o0 +0o | FI| FI
x>a g(X) I’

IV. Théorémes sur les limites

Limites en l'infini d'une fonction polynomiale

La limite en l'infini d'une fonction polynomiale est égale a la limite en I'infini de son terme de
plus haut degré.
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Limites en l'infini d'une fonction polynomiale
La limite en 1'infini d'une fonction rationnelle est égale a la limite en l'infini du quotient du
terme de plus haut degré du numérateur par le terme de plus haut degré du dénominateur.

Soit f une fonction définie sur un intervalle J et g une fonction définie sur un intervalle I tel
que g(x)€T pourtout x€I . On définit la composée de g par f comme la fonction définie sur
I par: (fogllx]=flglx)).

On a le schéma suivant :

fog: I > J = R
x 2 glx) 2 flglx))

Limite d'une composée de fonctions (hors programme)
Soit les fonctions f et g et trois nombres a, b et ¢ désignant un réel, +00 ou —oo .
Si lim g(x)=b et lim f(X)=c,alors lim f(g(x)|=c .

X=b

x=>a x=a

V. Limites et comparaison

Soit f, g et h trois fonctions définies un intervalle ouvert I et / et a deux réels tel que a
appartienta I ou a est une borne de I. Sipour tout x€Il,ona:
Théoréme de comparaison
« f(x)=gl(x) et lim g(x|=+00, alors lim f(x)=+ .

x=>a x2a
e flx)<g(x) et lim g(x)=—o0, alors lim f(x)=—o0.
Théoreéme d'encadrement
glx)<flx|<h(x) et lim g(x)=lim A(x)=1, alors lim f(x)=1.

x=>a

x=a x=>a
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