Chapitre 3 — Limites de fonctions Cours

Limites de fonctions

I. Limites en l'infini

I.1 Limite infinie

* Une fonction f admet une limite infinie égale
a +oo sitout intervalle ouvert de la forme

]A;+ oo contient toutes les valeurs f(x) pour
x assez grand.

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un réel
m tel quesi x>m ,alors f(x)>A .

Onnote lim f(x|=+ 0.

x>+ 0

* Une fonction f admet une limite infinie égale
a —oo sitout intervalle ouvert de la forme
|—o0; A| contient toutes les valeurs f(x) pour
X assez grand.

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un réel
m tel quesi x>m ,alors f(x)<A .

Onnote lim f(x)=—o0.

x>+ ©

Remarques

« Cette définition traduit I'idée que les valeurs f (x| arrivent, pour les grandes valeurs de x , a
dépasser n'importe quel nombre A aussi grand soit-il.

On dit aussi que f(x] tend vers + o (respectivement —oo ) quand x tend vers + oo .

* Contrairement aux suites, on peut aussi s'intéresser au comportement d'une fonction en —oo .

On définit de manicre analogue ces limites infinies en —o : « pour x assez grand » est remplacé
par « pour x négatif et assez grand en valeur absolue ».

xemple

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x".
Prouvons que lim f(x)=+ oo, c'est-a-dire que pour tout nombre A strictement positif,

xX=>—00

f(x]€]JA;+ o] dés que x est inférieur a un certain nombre m . B
La condition f(x]> A s'écrit x*> A . Ceci équivaut & x<—+vA ou x> VA .
On peut donc prendre m=+vA et lim f(x)=+ .

xX>—o0
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Propriété 2

On a pour tout entier naturel » non nul :

¢ lim Vx=+o * lim x"=+ * lim e*=+o
x>+ 0 x>+ 0 x>+ ©

* lim x"=+o00 si n est pair * lim x"=—o0 si n estimpair
X=>—00 X=>—00

Démonstration

Démontrons la limite de la fonction exponentielle en + oo .
Soit la fonction f définie sur R par f(x)=e*—x.
La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x)=e"—1.
Fx)20 e =120 © =1 @ e'ze’ © x=0.
On en déduit le tableau suivant :

X —0 0 + 0
signede f' — +

/ T~ 1 _—

La fonction f admet comme minimum le réel 1 : Pour tour réel x, f(x|>1>0.
On en déduit alors que pour tout réel x, e™> x.
Or lim x =+, donc par comparaison lim e =+ .

x>+ 0 x>+ 0

1.2 Limite finie

Définition 3

Soit f une fonction définie sur un
intervalle 1 et / un réel.

La fonction f admet une limite finie
¢gale a [ si tout intervalle ouvert
contenant / contient toutes les valeurs
f(x) pour x assez grand.

Autrement dit, pour tout intervalle J
contenant / , il existe un réel m tel que
si x>m,alors f(x)€J.

Onnote lim f(x)=1.

X+ o

Remarques

« Cette définition traduit I'accumulation des valeurs f (x| autour du réel /.

On dit aussi que f(x) tend vers / quand x tend vers + oo .

* On définit de manicre analogue une limite finie / en —o : « pour x assez grand » est remplacé
par « pour x négatif et assez grand en valeur absolue ». On écrit lim £ (x)=/ .

X=>—00
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Chapitre 3 — Limites de fonctions Cours

xemple

. . . 1
Soit f la fonction définie sur |0;+ oof par f[x|=— .
X
Prouvons que lim f(x)=0, c'est-a-dire que pour tout nombre A strictement positif,

x>+ 0
flx)€]—A;A] désque x estsupérieur a un certain réel m .
Comme f[x)>0,lacondition f(x)€]—A;Al setraduit par f(x|€]0;A].

N L1 N 1 o 1 .
Ceci équivauta — <A , c'est-a-dire x*> A etdonc x> —— .Ainsi m=—= et lim f(x|=
X

JA JA X+

Si lim f(x)=/ ou lim f(x)=/, alors la droite d'équation y=/ est une asymptote horizontale

X+ 0 X>—©

a la courbe représentative de f en +o ou —.

xemple

Soit la fonction f définie sur IR\ (3]

par fx)=—"—.

X 1

Ona f(x)zx(l_

.3 .
Comme lim —=0, par somme et quotient,

x=2+0 X

. . 1
alors lim f(x)=lim ——=1.
X+ 0 x>+ 3
1—=
X

Donc la courbe représentative de f admet
une asymptote horizontale en + o
(il en est de méme en —oo ).
Cette asymptote horizontale a pour équation y=1.

On a pour tout réel & et tout entier naturel » non nul :
1

* lim k=1im k=k * lim ——==0 * lim ¢'=0
x>+ © xX>—o0 x>+ 0 \/x xX>—©
. 1 .1

e lim —n:O * lim n:0
x>+ X x>—wo X

Démonstration

Démontrons la limite de la fonction exponentielle en —oo .
Procédons par changement de variable. Posons X=—x . On a alors e'=¢ *

1
Or lim X=+o et lim e = lim — =0 . Par composition, on en déduit que lim ¢'=0 .

X>—0 X+ 0 X2+ g X>—o©
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Chapitre 3 — Limites de fonctions Cours

. . . 1 .
Les courbes représentatives des fonctions de la forme x »— admettent I'axe des abscisses comme
X

asymptote horizontale en +o et —co .

I1. Limite en un point

II.1 Limite infinie

Définition 6

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1 et a

un réel étant une borne de I .

* La fonction f admet une limite infinie égale a + oo

en a sitout intervalle ouvert de la forme |A;+ oo|
contient toutes les valeurs f(x] pour x suffisamment
proche de a .

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un intervalle
ouvert J contenant a tel quesi x€JNI, alors f(x)>A .
On note lim f(x)=+o .

x=a

* La fonction f admet une limite infinie égale & —oo

en a sitout intervalle ouvert de la forme |—oo; Af
contient toutes les valeurs £ (x) pour x suffisamment
proche de a .

Autrement dit, pour tout réel A , il existe un intervalle
ouvert J contenant a tel quesi x€JNI,alors f(x)<A .
On note lim £ (x)=—o0.

x=>a

R 0

Cette définition traduit I'idée que les valeurs f (x| arrivent, pour des valeurs de x de plus en plus
proche de a , a dépasser n'importe quel nombre A aussi grand soit-il.

On dit aussi que f(x) tend vers + oo (respectivement —oo ) quand x tend vers a .

Définition 7

Si lim f(x]=+ o ou lim f(x|=—c0, alors la droite d'équation x=a est une asymptote

x>a x>a

verticale a la courbe représentative de f en a .
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xemple

Soit la fonction f définie sur |0;+ oof

e it

|
Ona lim —=+ .
x>0 X

Donc la courbe représentative de f admet
une asymptote verticale en 0.

I1.2 Limite a gauche, limite a droite

On considére la fonction f définie sur |0;+ oo

par f (x):l (en rouge), la fonction g
X

définie sur |—o0;0[ par g(x)zi (en bleue)
X

. . , . *
et la fonction inverse 4 définie sur R .

Graphiquement, on observe que lim f(x]=+ oo
x>0

et lim g(x)=—o0 .
x>0

La fonction # ne semble pas admette de limite en 0.
Par contre :
*Si x>0, alors lim /(x]=lim f(x)=+ co . On écrira alors lim 4(x)=+ o ou lim /(x|=+ .

x>0 x=0 x>0 x>0
x>0
*Si x< 0, alors lim 4(x]=lim g(x)=—co . On écrira alors lim 4(x)=—o0 ou lim &(x]=—o0.
x20 x>0 x>0 x>0

x<0
Définition 8

* On dit que f admet une limite a droite en a lorsque f admet une limite quand x tend vers
a avec x> a .On note cette limite lim f(x) ou lim f(x).

x2a x>a
xX>a

* On dit que f admet une limite a gauche en a lorsque f admet une limite quand x tend vers
a avec x< a.On note cette limite lim f(x) ou lim f(x).

xda x>a
x<a

On ne distingue les limites de f a droite et a gauche en a que lorsque celles-ci sont différentes.

Définition 9

Soit a unréel et f une fonction définie sur IR\|a] .
La fonction f aune limite infinieen a si f posséde une limite a gauche en a , une limite a
droite en @ (infinies) et que ces limites sont égales. On a alors lim f(x)=lim f(x)=1lim f(x].

x>a x2a x>a
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Chapitre 3 — Limites de fonctions Cours

. . . 1 o N S|
« La fonction f définie sur IR™ par f(x)=— n'a pas de limite en O car lim —#lim — .
X x>0 X x=20" X

» Pour une fonction f définie sur IR\|a/| , la droite d'équation x=a est une asymptote verticale a
la courbe représentative de f si au moins l'une des limites lim f(x) et lim f(x] existe et est

x>a xa

infinie.

xemple

Soit la fonction f définie sur IR\ (3]

X
par flx]=—"—.
x—3
Ona lim x—3=0", alors lim f(x)=+ 0.
x>3" x>3"
Et lim x—3=0, alors lim f(x|=—c0.
X3 X3

Donc la courbe représentative de f admet
une asymptote verticale en 3.
Cependant, f n'admet pas de limite en 3.

I1.3 Limite finie

Définition 10

Une fonction f admet une limite finie / en a lorsque f(x) est aussi proche de / que voulu
pour x suffisamment proche de @ . Onnote lim f(x)= fa).

x=>a
E!!!EE!!I

« Soit la fonction f définie sur R par f(x)=2x"—1.
Ona lim f(x)=lim (2x*—1)=2x2*~1=7.

x=2 x=2
« Soit la fonction g définie sur R\|5] par g(x|= 4x+51 .
—
Ona lim g(x)=lim dxrl_ Ax(=1)+ 1 _=3_1
x>-1 -1 X—5 —-1-5 -6 2

Comme pour les suites, une limite de fonction, lorsqu'elle existe, est unique.
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Chapitre 3 — Limites de fonctions

Cours
III. Opérations sur les limites
II1.1 Limites d'une somme de fonctions
li_r)n flx]= / / [ + 00 —0 + 00
li_{n glx]= ' + 00 —00 + 00 —00 —o0
li_r)n(f(x)+ glx))= +1' + 00 —00 + 00 —00 FI
Soit la fonction f définie par sur R” par f(x)=4x—5+ 1 .
Ona lim (4x—5)=+w et lim i:0 . Donc, par limite de somme, lim f(x)=+ 0.
X9+ © x2+0 X x>+ ©
II1.2 Limites d'un produit de fonctions
lim /{x)= I | 150 | 150 | I<0 | i<0 | 40 | =0 | 4@ | 0
' + 00
ll_I)n glx)= ' + 00 —00 + 0 —00 + 0 —o0 —00 ou
—00
li_r)n(f(x)Xg(x))Z Il + 0 —o0 —o0 + + o0 + 00 —a0 FI
Soit la fonction f définie sur R par f(x|=(—x+1)e*.
Par produit, lim —x=—oo . Par somme, lim (—x+ 1|]=—o0.Deplus, lim "=+ 0.
X+ 00 x>+ 0 X+ o
Ainsi, par produit, lim f(x)=—oo0.
I11.3 Limites d'un quotient de fonctions
llmf()C): >0 [<0 >0 <0 + 00
va [ 1|+ +oo | =0 | =0 g, ou ou ou |0 ou
+ 00 —00 + 00 —o0
. I' |+ 0 0 0 0 + o0
lim g(x]= | o | ou|77>01'<0] 150 I'<0| et et et et | 0| ou
I'#0] =% glx)>0[ glx>0| glx]<0| glx]<0] | ~®
limM: L 0 |+ | —0 | —0 | +0 + 0 —00 —00 + o0 FI| FI
x>a g(x) I’
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Chapitre 3 — Limites de fonctions Cours

xemple

Soit la fonction f définie sur R par f (x)z——2 . Déterminons toutes les limites aux bornes de
X

son ensemble de définition.
*Ona lim —2=-2 et lim x =+ . Par quotient,ona lim f(x)=0.
=0.

xX>—o xX>—o0 xX>—o0

*Ona lim —2=-2 et lim x’=+ . Par quotient, ona lim f (x|

x>+ x>+ x>+ o

«Ona lim—2=-2 et lim x’=0". Par quotient, ona lim f{x)=—c0.
x>0 x>0 x>0

*Ona lim —2=-2 et lim x’=0". Par quotient, ona lim f(x)=—o0 .
x30 x>0 x>0

IV. Théorémes sur les limites

IV.1 Limites en I'infini d'une fonction polynomiale

(hors programme)

La limite en l'infini d'une fonction polynomiale est égale a la limite en l'infini de son terme de
plus haut degré.

Démonstration

Cette démonstration est admise car elle est hors programme.

Remarques

Le calcul des limites en 1'infini d'une fonction polynomiale conduit souvent a la forme indéterminée
« 00—00 .

En factorisant par ax”, on obtient le produit de ax” et d'un facteur dont la limite en 1'infini est
égale a 1. La limite en l'infini de a,x"+ a, ,x" '+ ...+ a,x+ a, sera donc égale a celle de ax” .

ixemplel
Soit la fonction f définie sur R par f(x)=5x"-2x+3.
Ona lim f(x)=1lim 5x’=+o et lim f(x)=lim 5x’=+o0.

x>+ 00 x>+ 00 xX=>—00 xX=>—o0

IV.2 Limites en l'infini d'une fonction polynomiale

(hors programme)

La limite en I'infini d'une fonction rationnelle est égale a la limite en l'infini du quotient du
terme de plus haut degré du numérateur par le terme de plus haut degré du dénominateur.

Démonstration

Cette démonstration est admise car elle est hors programme.

Lycée Francois Villon Terminale option complémentaire 8
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R (
Pour les fonctions définies comme quotient de deux fonctions polynomiales, le calcul des limites en

. . . \ . . oz Q0
I'infini conduit le plus souvent a la forme indéterminée « -5 ».

Le théoréme précédent permet de contourner ce probléme.

_3x°=2

Soit la fonction f définie sur R par f(x]= ; .
Tx'+5

5 5

Ona lim f(x)=lim 2% =1lim > x=+co et lim f(x]=lim >* = lim > x=—co.
X+ © X+ 0 7x X2+ 7 X=>—0 X=>—w 7x X =>—0o0

IV.3 Limite d'une composée de fonctions

Toutes les fonctions ne peuvent pas étre écrites comme somme, produit ou quotient de fonctions
usuelles. On utilise alors 'opération nommée la composition.

Soit f une fonction définie sur un intervalle J et g une fonction définie sur un intervalle I tel
que g(x)E€J pourtout x€I . On définit la composée de g par f comme la fonction définie sur

I par: (fog)(x)=/lg(x])-

On a le schéma suivant :

J > R
glx) > flglx)

fog: I

=
wd d

xemple

Soit la fonction % définie sur [1;+ oo par Alx)=+vx—1. Pour calculer (x|, on calcule d'abord
x—1, puis la racine carrée de ce réel. La fonction % est I'enchainement de deux fonctions :

La fonction g définie sur [1;+ oof par g(x)=x—1 suivi de la fonction f définie sur [0;+ oo
par f(X):\/X .Ona h(x)z¢x—1:f(x—l):f(g(x)) .

(hors programme)

Soit les fonctions f et g et trois nombres a, b et ¢ désignant un réel, + 00 ou —oo .
Si lim g(x)=b et lim f(X)=c,alors lim f(g(x)|=c .
X=b

x=>a x=a

Démonstration

Cette démonstration est admise car elle est hors programme.

xemple

. . . * . 1 .=
Soit la fonction f définie sur R par f(x)z\/4+i2 .Ona lim (4+ 2)24 et lim VX=2.
X

x>+ 0 X X4

Par composition de limites, on a alors lim f(x]=2.

X+ 0
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V. Limites et comparaison

V.1 Limite d'une fonction par minoration ou majoration

Soit les fonctions f* et g définies sur un intervalle ouvert I et a unréel tel que a appartient a
I ou a estunebornede I.
« Sipour toutréel x de I, f(x|>g(x] et lim g(x)=+o0,alors lim f(x)=+ 0.

xa x2a
« Si pour tout réel x de I, f(x|<g(x) et lim g(x)=—c0, alors lim f(x)=—o0 .
x=>a x=>a

Démonstration

+ Soit I un intervalle ouvert de la forme |A;+ oo avec A un réel.
Comme lim g(x|=+ o0, alors par définition, l'intervalle T contient toutes les valeurs g (x| pour

x=a

x assez grand. De plus, f(x]>g(x). Alors pour tout x de I, l'intervalle I contient aussi toutes
les valeurs f(x) pour x assez grand. Donc lim f{x)=+ oo .

x=a

* On utilise un raisonnement analogue.

xemple

Soit la fonction f définie sur R par f(x):x+ cos’(x) . Pour tout réel x, cos’(x)=0.
Donc pour tout réel x, f(x)=x.Or lim x=+oo.Par comparaison, on a donc lim f(x]=+ .

X2+ 0 X2+ 0

V.2 Théoréme d'encadrement

b
.

héoreme 16

Soit les fonctions f, g et 4 définies sur un intervalle ouvert 1 et / et a des réels tel que a
appartient 2 I ou a estune borne de I.
Sipourtout x de I, gl(x)<f(x)<h(x] et lim g(x)=lim h(x)=/, alors lim f|x)=1.

x2a x=a x>a

Démonstration

Cette démonstration est admise car elle est hors programme.

Remarques

* Ce théoreéme est aussi appelé théoréme des gendarmes.
* Ce théoréeme assure d'une part I'existence de la limite de f en a et d'autre part que celle-ci est
égalea /.

xemple
Soit la fonction f définie sur |0;+oo[ par f(x): sin ] . Pour tout réel x>0, —1<sin(x)<1.
X
D’ou —léf(x)éi .Or lim —i:() et lim LZO . Par encadrement, lim f(x)=0.
X X x>+ X x>+ X X+
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