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Annexe

Variables aléatoires

I. Variable aléatoire et loi de probabilité

1.1 Variable aléatoire discréte

Soit une expérience aléatoire dont I’univers est I’ensemble Q .
Une variable aléatoire est une fonction définie sur Q et a valeurs dans IR . On la note X .

xemple

On lance un dé équilibré a six faces et on observe le
résultat affiché sur la face supérieure.

* « Si le résultat obtenu est 1, 2 ou 3, je perds 5 jetons »
* « Si le résultat obtenu est 4 ou 5, je gagne 1 jeton »

* « Sinon, je gagne 10 jetons »

On peut définir une variable aléatoire X qui décrit les
gains de ce jeu.

Onadonc X(1)=-5, X(2)=-5, X(3)=-5,
X(4)=1, X(5)=1, X(6)=10.

On peut représenter la situation par le schéma ci-contre.

En mathématiques, I’adjectif « discret » désigne les ensembles dont on pourrait énumérer les
¢léments. Ici, la variable aléatoire est « discréte », car elle prend un nombre fini de valeurs.

1.2 Loi de probabilité d'une variable aléatoire discréte

Soit X une variable aléatoire définie sur I’univers Q . L’ensemble des valeurs prises par X est
[xl 3X5. X k} , ou les valeurs sont rangées par ordre croissant. Le nombre x, est associé a une ou
plusieurs issues de Q , avec 1<i<k .

Définition 2

* L'événement « X =x, » est I’ensemble des issues de Q auxquelles on a associ¢ la valeur x; .
» L'événement « X=x, » est I’ensemble des issues de Q auxquelles on a associé une valeur
supérieure ou égale a x; .

Remarque

De méme, on définit « X> x, », « X< x; », et « X<X, ».

Lycée Francois Villon Terminale spécialité 1



Annexe — Variables aléatoires Cours

Définition 3

* La probabilité de I’événement « X =x, » est la probabilité de I’événement formé de toutes les
issues associées au nombre x;.On la note P (X =xl.) ou p,.

* La probabilité de I’événement « X=>x, » est la probabilité de I’événement formeé de toutes les
issues associées au nombre supérieurs ou égaux a x, . On la note P (X>xi) .

Définition 4

Une variable aléatoire X est définie sur 'univers Q d’une expérience aléatoire.

Notons [xl 3X55.e ;xk} I’ensemble des valeurs prises par X .

La loi de probabilité de X est la fonction qui a chaque valeur x; lui associe sa probabilité notée
P (X =x,.) . On peut la représenter sous forme d’un tableau de valeurs :

X; X, X, x

n

P(X=x,) P(X=x,| P(X=x,) P(X=x,)

xemple

Dans le jeu de I’exemple précédent, chaque issue du lancer de dé est équiprobable, de probabilité

PR Le gain est d'un jeton si le résultat obtenu est 4 ou 5. La probabilité correspondante est

l+ LZEZL,d’ou P(XZI)ZL.Onade méme P(x:_s):i:i et P(XZIO)ZL.
6 6 6 3 3 6 2 6
La loi de probabilité est résumée dans le tableau suivant :
X; -5 1 10
P(szi) L L L
2 3 6

Définition 5
n

k
Pttt p,=2, p=1 ou P(X=x |+P(X=x,|+ ..+ P(X=x,|=D P(X=x,)=1.

i=1 i=1

xemple

3
Dans I'exemple précédent, on a z P(X: xl.)ZP(X:—S)+ P(X=1)+ P(XZIO):%+ %+ %:1 .

i=1

Lycée Francois Villon Terminale spécialité 2



Annexe — Variables aléatoires Cours

I1. Espérance, variance et écart-type

Soit une variable aléatoire X définie sur I'univers Q d'une expérience aléatoire.
La variable aléatoire X prend les valeurs x,, pour 1<i<n.

La loi de probabilité de X associe a chaque valeur x; la probabilit¢ p,= P(X: xl.) .

4 oy

Définition 6

L'espérance mathématique de la variable aléatoire X est le réel noté E(X) défini par :

E(X]=) px,=p x+ pyxy+ .t p,x,
i=1

Définition 7

La variance de la variable aléatoire X est le réel positif noté V(X| défini par :

V(X):Z pi(x—E(X)]'=p,(x,—E(X|[+ p,(x,—E(X)]+ ..+ p,(x,— E(X])

Définition 8

L'écart-type de la variable aléatoire X est définie comme la racine carrée de la variance :

o[ X)=VVIX]

xemple

Dans l'exemple de l'expérience aléatoire précédente ou X représente le gain, on obtient :
E(X):—Sxi+ Ixdeqoxi=_13,2,10_ 3_ 1

2 3 6 6 6 6 6 2
V(X]=—X

b )

o(X)=v29,25~5,41

* La loi des grands nombres nous permet d’interpréter 1’espérance et 1’écart-type de la loi de
probabilité¢ de X . Elle nous dit en effet qu’en répétant un grand nombre de fois I’expérience, les
fréquences observées se rapprochent de la probabilité théorique. En conséquence, la moyenne des
résultats obtenus se rapproche de 1’espérance de la loi de probabilité¢ de X . L’espérance est donc la
moyenne que 1’on peut espérer en répétant 1’expérience un grand nombre de fois.

De méme pour I’écart-type, qui est un parameétre de dispersion pour une série statistique, il peut étre
interprété comme un parameétre de dispersion « espérée » pour la loi de probabilité de X .

Pour le jeu proposé en exemple, I’espérance de —0,5 signifie que I’on peut « espérer » ou

« craindre » perdre en moyenne 0,5 jeton par partie (ou perdre 1 jeton toutes les 2 parties).

Mais avec une moyenne égale a —0,5, I’écart-type d’environ 5,41 exprime le fait que le risque
d’obtenir un gain négatif (une perte) est important.

*Si X représente le gain d'un jeu d'argent, siona E(X)=0 alors on dit que le jeu est équitable.

1
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Formule de Konig-Huygens

Ona V(X)=E(><2)—[E(X)]2=§n1 pix;—[E(XF]=pyx+ pyxy+.+ px, —[E(X)].

Démonstration

Ona V(X):g pi(xi_E(X))z

:Zn: pi(xiz_zxiE(X)"' E(X)z)

i=1

:i pixiz_ZE(X)i p;x;+ E(X)zi D;
i=1

i=1 i=1

:Zn: p.x —2E(X)+ E(X]

i=1

=Zn: Di iz_E(X)z
i=1

Soit a et b deux réels quelconques.
La variable aléatoire Y , dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant, est notée
aX+b.

Valeur de Y ax,+b ax,+ b ax,+ b

Probabilité )2 P, e P,
Onpose Y=aX+b.

Soit X une variable aléatoire et a et b deux nombres réels. Alors :
« ElaX+b)=aE(X)+ b

s ViaX)=a’VI[X]

« olaX+b)=|alo(X)

Démonstration

« ElaX+ b):plx(axl+ b)+ pzx(ax2+ b)+ o+ pkx(axk+ b)
:a(p1Xx1+ Do XX+ o+ kaxk)+ b(p1+ Pyt ..t pk)
=aBE(X)+b

K

. V(aX+ b):; pi(axi+ b—E(a X+ b))z

Avec la propriété précédente, ona E(a X+ b)=aE(X)+b.

On factorise alors par ¢° dans chaque terme de la somme.

Je vous laisse le soin de finir la démonstration (ceci n'en étant que I'idée principale).
e olaX+b)=VV(a X+ b)=vVa’ V[X)=laVVX]=la|o(X)
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