Algébre et géométrie — Géométrie Formulaire

Géomeétrie vectorielle dans I’espace

I. Vecteurs de I'espace

1.1 Définitions et propriétés

Soit deux points A et B de l'espace. Le vecteur i=AB est défini par :
« Une direction : la droite (AB).

*Unsens:de A vers B.

« Une norme (ou distance) : |[i]|=||AB||=AB .

Deux vecteurs AB et CD sont €gaux
si et seulement si ABDC est un
parallélogramme.

AB=CD < ABDC parallélogramme .

Relation de Chasles
Pour tous points A, B et C,ona: AB+ BC=AC.

-

Soit deux vecteurs % et ¥ etunréel A tel que v=Au.
* Les vecteurs # et Vv ont méme direction.

* Le vecteur Vv ale méme sens que le vecteur # si A>0 et un sens contraire si A<0 .
« [ll=11][zll .

1.2 Colinéarité

Deux vecteurs AB et CD sont colinéaires s'ils ont la méme direction, c'est-a-dire si [AB)|(CD).

Soit # et Vv deux vecteurs. Les vecteurs # et ¥ sont colinéaires si et seulement s'il existe un réel
k tel que V=kii ou sil'un d'entre eux est nul.
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Soit A, B, C et D des points de I'espace.
* A, B et Csont alignés < kR tel que AC=kAB.
+ (AB)||(CD) & 3k€R tel que CD=k AB.

colinéaires.

Soit A et B deux points distincts de I'espace.
La droite (AB] est I'ensemble des points M
tels que les vecteurs AB et AM sont

Autrement dit : (AB] est I'ensemble des points
M telsque AM=k AB,avec kER.

I1. Plans de I'espace et positions relatives

I1.1 Le plan

Un plan P peut étre défini par trois points A, B et C non alignés. Il est alors noté (ABC) .
Un plan peut aussi étre défini par deux droites sécantes ou strictement paralleles.

Différentes facons de définir un plan

par trois points non
alignés

par une droite et un
point n'appartenant pas
a cette droite

RRNG

par deux droites
sécantes

par deux droites
strictement parall¢les

Deux ¢léments de 'espace (points ou droites) situés dans un méme plan sont dits coplanaires.
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I1.2 Positions relatives

Positions relatives entre deux droites

Deux droites, dans I’espace, peuvent étre :

* coplanaires, si ces deux droites appartiennent
aun méme plan [ (AF) et (BE)].

* sécantes, si ces deux droites se coupent en un
point [ (AB) et (AD] ].

* paralléles, si ces deux droites sont coplanaires
et n’ont aucun point commun ou si ces deux
droites sont confondues [ (AB) et (HG] ].

« non coplanaires [ (AB] et (DG ].

Positions relatives entre une droite et un plan
Une droite et un plan peuvent étre :

* paralléles : si la droite et le plan n’ont

aucun point commun ou si la droite est
contenue dans le plan [ (EF) et P ].

* sécantes : si la droite et le plan ont un

seul point commun [ (HI) et P ].

Remarque
En « isolant » une droite et un plan, on obtient les cas suivants :

Droite et plan sécants :

un point d'intersection

Droite et plan parallgles :
droite incluse dans le plan

[ L7

Droite et plan paralleles :
aucun point d'intersection

d\

Positions relatives entre deux plans
Deux plans peuvent étre :

* paralleles : si les deux plans n’ont
aucun point commun ou si les deux
plans sont confondus (P,NP,=0)

* sécants : si les deux plans ont une
droite en commun. ( P,NP,=(BC))
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Remarque

En « isolant » deux plans, on obtient les cas suivants :

Plans sécants :
un droite d'intersection

Plans paralléles strictement :
aucun point d'intersection

Plans paralléles confondus :
un plan d'intersection

P =

P,

/™

I1.3 Parallélisme

Parallélisme d'une droite et d'un plan
* Si une droite d est paralléle a une droite A contenue dans
un plan P, alors d estparallélea P .

d||A

s d||P

alors

* Siun plan P, contient deux droites sécantes d, et d, paralleles
aunplan P,, alors les plans P, et P, sont parall¢les.

d,cP, et d,cP,
d, et d, sécantes
di||P, et d,||P,

alors P,||P,

* Si une droite d est parallele a deux plans P, et P, sécants
en une droite A alors d et A sont paralléles.

d||P, et d|P,

d||A
P,NP,=A

alors
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Parallélisme de deux plans
Si deux plans P, et P, sont paralléles, alors tout plan sécant a I’un est sécant a I’autre et les

droites d’intersection d, et d, sont paralleles.

PP,
P,NP,=d,

II1. Vecteurs coplanaires

ITI.1 Caractérisation vectorielle d'un plan

Un plan P est engendré par un point A

et deux vecteurs # et v non colinéaires.

* Le plan P est I'ensemble des points M

tels que AM =x i+ y7 avec (x;y)eR?.

* Le plan (ABC) est l'ensemble des points M
tels que AM=xAB+ yAC avec (x;y)eR’.

Deux plans déterminés par le méme couple de vecteurs non colinéaires sont paralleles.

II1.2 Vecteurs coplanaires

-

Trois vecteurs #, Vv et W de l'espace sont coplanaires s'ils possédent des représentants
appartenant a un méme plan.

Soit 7, vV et w trois vecteurset A, B, C et D quatre points.
* 7,V et W coplanaires = 3! (a;b)eR’ tel que W=aii+ b7 .
* A, B, C et D coplanaires =3a:b)eR’ tel que AD=a AB+ b AC.

* Une droite D est paralléle a un plan P si et seulement si un vecteur directeur de D est
coplanaire avec deux vecteurs non colinéaires de P .

* Deux plans P et P’ sont paralléles si et seulement si un couple de vecteurs directeurs de P est
colinéaire a un couple de vecteurs directeurs de P’ .
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II1.3 Théoréme du toit

Soient d, et d, deux droites paralléles contenues respectivement dans les plans et

P, P,
Si ces deux plans P, et P, sont sécants en une droite A , alors la droite A est parallele a d, et
d,.

d||d

L Alld,

d,cP, et d,cP,; alors Alld A
P,NP,=A :

IV. Repérage dans l'espace

IV.1 Repére de I'espace et coordonnées

* Un repére (O 7 ,7‘ ,75) de l'espace est un quadruplet constitué
d'un point origine O et de trois vecteurs i, ] et k¥ non
coplanaires. On d1t alors que (z 7, k) est une base de l'espace.
Le repere (O i, ] k) est d1t orthonormé si et seulement si
et i, j et k sont deux & deux orthogonaux.
La base (z J, k) est orthonormée avec les mémes conditions.
* Pour tout point M de l'espace il ex1ste un unique triplet de
réels (x;y;z) tel que OM = .Xfl+y]+ zk .

Les trois réels uniques x , y et z sont appelés coordonnées
de M dans le repére (O i, ] k) On note x l'abscisse,

v l'ordonnée et z la cote.

IV.2 Décomposition d'un vecteur dans l'espace

Soit 7, V et W trois vecteurs non coplanaires de 1'espace.
— 3 = — - -
Pour tout vecteur V , EI!(x;y; z)eR® tel que V=xu+ yv+zw.
Les trois réels uniques x, y et z sont les coordonnées du vecteur V dans la base (i,7V,) .

IV.3 Calculs sur les coordonnées

- > -

Soit (x;y;z) et ¥(x';y";z') deux vecteurs dans un repére (O;i,j,k) de l'espace et A€R.
s u=vex=x',y=y'etz=z".

« le vecteur 7+ vV a pour coordonnées (x+ x'; y+ y';z+2z').

* Le vecteur A# a pour coordonnées (Ax;Ay;Az).

* Si le repere (O;?,},%) est orthonormé, alors ||it’||=\/x2+ y+ .
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Soit A(xA;yA;zA) et B(xB;yB;zB) deux points dans un repere (0;7,},%) de l'espace.
« Le vecteur AB a pour coordonnées (xB—xA;yB—yA;zB—zA).
Xat Xg Yot Vg ZpatZy
2 02 2
* Si le repere (0;7,},%) est orthonormé, alors ABZ\/(xB—xA)2+(yB—yA)2+(ZB—ZA)2.

* Le milieu I du segment [AB] a pour coordonnées

b

V. Représentations paramétriques

V.1 Représentation paramétrique d'une droite

Soit x,, y,, z,, a, b et c desréels tels que (a;b;c);é(O; 0; 0) .
X=xqotat

Le systeme d'équations { y=y + b¢, t€R , définit une représentation paramétrique de
z=zyt ct

la droite A passant par le point A (xo 3 Vo5 zo) et de vecteur directeur # (a ;0 b; c) )

Le réel ¢ est le parameétre du point M(x;y;z).

V.2 Représentation paramétrique d'un plan

Soit x,, vy, 29, @, b, c, a, [ et y desréelstelsque a, b et ¢ ne soient pas
proportionnelsa a, f et y .

X=Xx,tat+as
Le systéme d'equations { y=y +br+f8s ,(t;s) cR? , définit une représentation

z=zytcttys
paramétrique du plan P passant par le point A (xo 5 V05 ZO) et dirigé par les vecteurs 7i(a;b;c) et
Via; B;y). Le couple de réels (£;s) est appelé couple de paramétres du point M (x;y;z).
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Produit scalaire dans l'espace

I. Produit scalaire

I.1 Définition

Soit # et Vv deux vecteurs non nuls du plan. On appelle produit scalaire de # par Vv le nombre

réel noté -5 défini par a-v:%(llm;||2_||a||2-||v||2).

1.2 Expression analytique

Soit 7(x;y;z) et ¥(x';y";z') deux vecteurs dans un repére orthonormé O;i,j,k).Alors:
uv=xx'+ yy'+zz'

1.3 Expression du produit scalaire avec les angles

Soit # et ¥ deux vecteurs non nuls du plan. Alors -V =]z X||¥||X cos (i, ¥ .

Soit # et ¥ deux vecteurs non nuls tels

que i=AB et ¥=AC.

Le produit scalaire de # par vV est:
ii-v=AB-AC=AB-AH

ou H est le projeté orthogonal de C

sur la droite (AB].

1.4 Propriétés

Soit 7, V et W trois vecteurs de I'espace et A et o deux réels. Le produit scalaire est :
*Symétrique : U-V="V-ii .

« Distributif par rapport a 'addition : -(V+ W)= V+ - .

« Distributif par rapport a la multiplication : (A )(a¥)=ha(@V).

Soit # et v deux vecteurs de l'espace.

=(a@+ v /=l + 25+ v
P=alf—2av+ |7
ikl

Soit 7 et Vv deux vecteurs colinéaires non nuls de I'espace.
*Si % et ¥ sont de méme sens, alors -V =|z|| x| .
«Si i et ¥ sont de sens contraires, alors #-v=—||i||x||V]| .
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Soit # et Vv deux vecteurs de I'espace.
_._,_1(_> SR (=R _.2)
» iav= Al v =fal =
+ @ed=(llP+ I3[+ 51
« iv=— (i 5P - —IF)
4

I1. Orthogonalité

I1.1 Droites orthogonales

Deux droites d, et d, sont:

* perpendiculaires si et seulement si d,
et d, se coupent perpendiculairement.

» orthogonales si et seulement s'il existe
une droite A parallele a d, qui est

perpendiculaire & d, .

On écrira indistinctement pour deux droites
perpendiculaires ou orthogonales : d,Ld, .

Si deux droites sont parall¢les alors toute droite orthogonale a I’une est orthogonale a I’autre.

I1.2 Orthogonalité entre une droite et un plan

Une droite d est perpendiculaire ou orthogonale a un plan P si et seulement s'il existe deux
droites sécantes de P perpendiculaires a d .

perpendiculaire a d .

dLlP
dnpP=1; alors d,1ld,

I€d,

Si une droite d est perpendiculaire en I aun plan P alors toute droite de P passant par 1 est
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I1.3 Orthogonalité et vecteurs

Deux vecteurs non nuls sont dits orthogonaux
s'ils dirigent des droites orthogonales.

En particulier, si les vecteurs AB et CD sont
orthogonaux, alors les droites (AB| et (CD|
sont orthogonales.

Onnote #1 LV .

Soit # et ¥ deux vecteurs de l'espace. LV < -v=0 < xx'+ yy'+zz'=0.

III. Equation cartésienne de plan

II1.1 Vecteur normal a une droite

Soit 7 un vecteur nonnulet A et M
deux points distincts de I'espace.

Le vecteur 7 est dit normal a la droite
(AM] si les vecteurs 7i et AM sont
orthogonaux.

Onnote AM7i .

I11.2 Vecteur normal a un plan

Un vecteur 7 est dit normal a un plan P
si et seulement si toute droite de vecteur
directeur 7 est orthogonale au plan P .

En particulier, le vecteur AB est normal

a P siladroite (AB) est orthogonalea P .

I11.3 Orthogonalité d'une droite et d'un plan

Une droite d est orthogonale a un plan P si et seulement s'il existe deux droites sécantes de P
orthogonales a d .
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I11.4 Equation cartésienne

Soit 7i un vecteur non nul et A un point
de l'espace. L'unique plan P passant par

A et de vecteur normal 7 est I'ensemble
des points M tels que AM-7=0.

Soit (O;f,},l:) un repére orthonormé de l'espace et (a;b;c;d)eR* . Alors :

* Unplan P de vecteur normal 7 (a b c) a une équation cartésienne de la forme

ax+ by+cz+d=0.

« Réciproquement, si a , b et ¢ sont trois réels non tous nuls, I'ensemble des points M (x; y; z)
tels que ax+ by+ cz+d=0 est un plan de vecteur normal 7(a;b;c) .

IV. Positions relatives de droites et de plans

IV.1 Position entre une droite et un plan

Soit d une droite passant par un point A et de vecteur directeur # et P un plan de vecteur
normal 7 .

*Si # et 71 ne sont pas orthogonaux, la droite d et le plan P sont sécants.

*Si u et 7 sont orthogonaux et que A appartienta P, la droite d est incluse dans le plan P .
*Si # et 71 sontorthogonaux et que A n'appartient pas a P, la droite d est strictement
paralléle au plan P .

IV.2 Position entre deux plans

Soit P et P’ deux plans de vecteurs normaux respectifs 7 et n'.
*Si 71 et n' sont colinéaires, les plans P et P’ sont parall¢les.

*Si 7i et n' ne sont pas colinéaires, les plans P et P’ sont sécants d'intersection une droite.
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- > =

l'espace qui vérifient ax+by+cz+d=0

a'x+b'y+c'z+d'=0

Soit (O; [ ,j,k) un repére orthonormé de l'espace et (a;b;c:d)eR* . Alors :

» Les plans P et P’ d'équations cartésiennes respectives ax+ by+cz+d=0 et
a'x+b' y+c'z+d'=0 sont paralléles si et seulement si (a;b;c) est proportionnel a (a’;b';c’) .
« Lorsque (a;b;c) n'est pas proportionnel a (a’;b";c'|, 'ensemble des points M (x;y;z) de

est une droite.

Deux plans sont dits perpendiculaires
si 'un des deux plans contient une droite
perpendiculaire a l'autre.

Deux plans P, et P, de vecteurs
normaux respectifs 7, et i, sont

perpendiculaires ou orthogonaux
si et seulement si #'7,=0 .

Remarque

La notion d’orthogonalité de deux plans
est moins souple qu’avec deux droites.
*Si P, LP,, une droite d, de P, peut
étre paralléle a une droite d, de P, .

* Siun plan Q est perpendiculaire & deux
plans P, et P,,les plans P, et P, ne

sont pas nécessairement paralléles entre eux.
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Méthode : étude de position relative de plan
On considere les plans P, , P, et P, d'équations cartésiennes respectives :

2x—=3y+z—1=0, 4x—5y+3z-3=0 et x+2y+4z—-6=0

» Déterminons la position relative des deux plans.
Le vecteur i, (2 —3; —l) est un vecteur normal a P, et le vecteur 77’2(4 ;=5 ;—3) est un vecteur

normal & P, . Les vecteurs 7 et i, ne sont pas colinéaires car le triplet (2;—3;1) n'est pas
proportionnel au triplet (4;—5;3) . Les plans P, et P, n'étant pas paralléles, ils sont sécants.

» Déterminons une représentation paramétrique de la droite d'intersection.
Les plans P, et P, sont sécants d'intersection une droite A . Pour déterminer A , on résout le

systéme suivant :

On a donc obtenu une équation paramétrique de la droite A .
» Déterminons que les plans P, et P, sont perpendiculaires.

Le vecteur i3(1;2;4) est un vecteur normal & P, .
Ona it};7m,=2X1+(—3]X2+ 1X4=2—6+4=0 . Les vecteurs 77, et i1, sont orthogonaux.
Ainsi les plans P, et P, sont perpendiculaires.

2x=3y+z=1=0 _ |[z==2x+3y+1 o z=72x+3y+1 _ |z=—py+1
4x=5y+3z-3=0 |4x—5y+3(—2x+3y+1)]-3=0  |[-2x+4y=0 x=2y
On choisit y comme parameétre et on pose y=¢ . On obtient alors le systéme suivant :
x=2t
y=t, t€R
z=1—t

V. Projection orthogonale et distance

V.1 Distance d'un point a une droite dans le plan

Soit d une droite du plan et A un point
n'appartenant pas a cette droite.

On appelle projeté orthogonal de A surla
droite d l'unique point H tel que (AH)Ld .

On appelle distance d'un point A a une
droite d lalongueur AH ou H est le projeté
orthogonal de A sur la droite d .

La distance d'un point A a une droite d est la
plus courte distance entre le point A et un
point de la droite d .Ona d(A;d)=AH.

Soit d une droite d'équation cartésienne ax+ by+c=0 et A (x Ay A) un point dans un repere
orthonormal. La distance du point A a la droite d est définie par :
ax,+ by, +c
alasa)=at 2
\/ a+b
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V.2 Distance d'un point a un plan

Soit P un plan de vecteur normal 7 et A un
point extérieur au plan.

On appelle projeté orthogonal de A sur P
l'intersection du plan et de la droite de vecteur
directeur 7 passant par A .

On appelle distance d'un point A a un plan
P lalongueur AH ou H est le projeté
orthogonal de A surleplan P .

La distance d'un point A aun plan P est la plus courte distance entre le point A et un point du
plan. En particulier, ona d (A;P)=AH .

Soit P un plan d'équation cartésienne ax+ by+cz+d=0 et A (x AsVasZ A) un point dans un
repére orthonormal. La distance du point A au plan P est définie par :
MA-7|  |ax,+ by +cz,+d
o VAT iy
7] Vat+ b+ c

VI. Equation de sphére

La sphere de centre I et de rayon R est I'ensemble des points M de l'espace tels que IM=R .

Soit I(e;B;y) et M(x;y;z) deux points de l'espace. Une équation cartésienne de la sphére de
centre I et de rayon R dans un repére orthonormal est (x—a)’+(y— B +(z—y)'=R>.

La sphére de diamétre [AB] est I'ensemble des points M de I'espace tels que MA-MB=0 .
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